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Abgtract
Theprincipalobjectofthispaperistodevelopthe'methodofapproachbym .eansofstressfunctions
toaxisymmetricelasticproblelnsaccompaniedwithbothtorsionaldef{)rinationsandbodyforces.
,Ch・pt・rl・ ・nderth・titl・f"B・ ・ieequ・ti。…f・t・essf…ti。 ・・f・ ・.a・1・ymm・t・…・p・ 。bl・m・.。f・1・・ti・ity"3ヒ 　 ニ 　
presentsamethodofsolutionbymeansofthreestressfunctions.fbraxisymmCtricdynamicproblemsof
elastieity.Themethodofsolutioncanbeappliedtotheproblemsaccompanledwithbothtorsionaldeform.a-
tionsandbodyfbrces,andha$thecompletenessofsolution.Asaspeclalcaseoftheresult,itisalso
shownthatamethodofsolutionfbrstaticproblemsofelasticity,whichcontainswcU・kno、mLove'ssolu丘on,
isobtainedfromthemethodmentionedabove.
Chapter2,undetthetitlcof"Stressfunctions丘)raxisymmetrlcelasticproblemswithnobody{brCe♂,
i・d…t・dt…n・id・ ・th・p・ ・p・・ties・fth・m・th・d
.・f・・1・ti・ni・t・m・ ・fth・threest・es・f・n・ti・・S「shpw・
illChapter1.Therelati皿sbetweenthestressfunctionssho、VnbyLovean〔lbyGalerkinandoneshow「n
illChapterlareconsldered.Anattemptlsmadetoinvestigatethegeneralfunctionalfbrmofthestatic
caseofthethreestressfunctionsshow皿inChapter1.InChapter2,wealsoinvestigatethepossibilityof
reductionofastressfunctionfromamongthethreeinthecaseofnobodyfbrces,andtherelationsbetween
thewel1-knownstressfunctionsfbrto}sionalprob玉emsandoneshowninChapter1.
InChapter3,underthetitleof``Stressfunctiolハsfbraxisymmetricbodyforceproblemsof,elasticitゾ',
strcssfunctionsfOraxisymmetricbodyfbrceproblemsarcproposed.Applyingthestressfunctionsforbody
f・・cep・。blems,wcdealwithstaticpr・blems・fanelastichalf・pacewithaxisymmetricb。dyf・Tcesacting
i・th・i・t・ri…fth・h・lf・p・・ee・p・…cdi・ ・yli・d・ical・・…di・・t…Ag・ …al・ ・1・tl・1噛
.th・p・・blem・
ofbodyfbrcesofarb三trarydistributionsispresenteduロdersuchboundaryconditionsthattheboUndaryis
freefromappliedsurfacefOrces.Theconnectionbetweenthestressfunctionsfbrbcdyforceproblemsshown
illChapter3andGoodier'sthenmoelasticpotential長)rthermalstressproblemsisconsidered,anditisshown
thatthethermoelasticpotentia日sincludedinaspeciatcaseofthestressfunctiollsforbodyfbrceproblems、
StressfunctionsforinitialvalueproblemsofelastodynamicsarealsoinvestigatedinChapter3.
ItmaybesaidthatapuτposeofconsideratlonsofsolutionsofbodyfOrceproblemslsnotto'analyze
bcdyfbrceproblemsbutto .apPlythesolutionstogsualb卯11daryvalueprcb|erPs・ExamplesofapPlications
ofthesolution$tobodyforceproblemsareshowninChapters5and6・AsasimpleexampleofapPlying
.theggneralsolutiolltobGdyf`〕rceproblemsofanelastichaMspace .mentionedabove,thesolutignfor.走he
P・gb1・叩f・t・ ・si・alforcea・ti・g・ntheci・cumf・・e・・e・facirc1・(G・een'・fun・ti・n・ 勧 ゆsi叩 ・lb・dy・ .
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?
forcepτoblemsofanelastichalfspace)isgiveninChapter3.
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。。。,iderth,i,me。ninga・ac・nce・trat・dl・・d胆dth・p・s・ibi晦 ・f・pPlyingth・mt・practi・alb・undaryvalue
problems,usingthestressfunctiqnswithsingularities.'Forthlspurpose,infinitenumbersofstressfunctiolls
wit}isingulhritiesareshown.』Fromthestressfunctio〕)s、vithsingularitles,三tisshownthatwecanexplain
thephysicalmeaningoftheorderofasinguiarityofsolution.Thisisanextensionofaresultgainedin
・・i・・醜 輌 中L…d・ 口f.・i・g・1・項r・byri・品・;・、rPd・S,al.ltisc・nfirmrdthatther#P「essionof
thedis丘輌b{1ti6nofthecdntersofdilatationona丘nites仕aightlineisobtalnedbysuperposingtheexpression
ofthedistr三but三〇nofradial「.forcesionthelinさupbri:tsiTokdvi亘,9'Sohitiohs(twoconcentratedfbrcesacting
atthetips。fthe}ine).
∴Chg・ …,5.頑.6・ ・e,r・ncem・d・ith・p・li・ations・fthest「essfunc{'onsshowninthep「eviouschapte「s
fromlto4.
InChapter5,underthetitleof"Applicatlonsofstressfunctions(analyticalmethods)",thestressfunc-
tio皿sshowni皿thepaperareapphedtopracticalproblemミbyanalyticalmethods.Prob]emstreatedhereare
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ofthecaseofasemicirculargroovehasbeentreatedbyseveralauthors,butis'seepasthattheirreSultsdo
notalwaysagreewitheachother.TheresultsofthispaperareinfairlygoodagreementwiththoseofSato
白ndetaL,s'calcalatedbya丘niteelementmethodahdmeasuredbystrain,gages.Toconsidertheprob!ems
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'
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.ま え が き
弾性論の目的は,外 力を受ける物体にどのような応力
と変位が生 じているかを正確に知 り,その普遍的な法則
性をは捜 しよ うとす ることにあるといえる。これはまた,
科学技術め進歩による機械構造物の軽量化の要請に基づ
いて精密な応力や変形を求めるとい う要求に応 じようと
するものであ.って1力 を受ける物体の形状の力学的意味
を明らかにしそして力を受ける物体の形状を改善するこ
とによって,そ の応力分布や変形を制御 しようとするこ
とであるといえよう。また最近,材 料の破壊の力学など
の研究において弾性論が重要な役割を果たして きて お
り,近接学問を支える基礎理論として も,・弾性論の重要
.性が再認識 されてきている。':
"周 知のように弾性論は比較的長い歴史をもつ学問であ
　 ぜ コ 　 ト ロ ガ'るが,そ の進歩は非常にのろ く.,現在のところでは,工
・・学的に要求されている有限体などの問題に対 してはまだ
わずかの解 しか提示する,ζとがで.きず1、・実用性の高い問
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題への長い階段を一段一段 と地道に登 っている姿が現状
のように思われ る。かって筆者は,円 筒体にテーパ捧を
挿入 して円筒体を押 し広げる機構を考察 したことがある
が,そ の際,こ の円筒体は軸対称変形で三次元弾性問題
の うちでも比較的きれいな(単 純な)形 の変形の場合で
あるにもかかわらず,そ の応力と変形を解析することは
容易でな く,現在の弾性論はあまりにも遅れていて実際
的問題の解決能力に乏しいことを痛感 し,このような問
題の解法を一歩でも前進 させ よう と決 意 した。す なわ
ち,問 題を解決するには解決を可能にするための方法が
必要であり,この方法を蓄積 し発展させ るこ とに よっ
て豆現在では解決できない問題が将来において自由自在
に解決されるようになるものと思われる。
この論文は,弾 性問題を解決する方法として現在本質
的に重要な役割を演 じている応力関数を用いて,物 体力
のある三次元軸対称変形問題の解法とその応用を述べた
もので,そ め考察範囲は,静 的な場合が主であるが動的
弾性論も含んでいる。研究の 目的,内 容の概説,従 来の
研究との関係などについては各車の始めに緒言 として述
べることに してここでは詳 しく触れないが,こ の論文の
概略は次のようになる。
本文は六つの章か ら構成されている。第1章 はこの研
究全体の出発点 となるもので,動 的軸対称弾性問題に対
し3個の応力関数を導入 した解法が示 され,そ の完全性
が論 じられる。またその特別な場合として静的な場合に
対する解法が得られ,既 知のLoveの解法 と比 較 され
る。第2章 では第1章 で提示 された応力関数の特徴が考
察され,物 体力が存在'しないときには3個 の応力関数か
ら一般性を失 うことなく1個の応力関数を省略できるこ
との可能性,直 角座標系でのGalerkinの応力関数 との
関係,ね じり問題の各応力関数の同等性などが述べられ
る。第3章 では,第1章 で提示された弾性問題の解法か
ら軸対称物体力問題の応力関数が導かれ,そ れを応用 し
て,任 意分布の軸対称物体力が働 く半無限体問題の一般
解法が示される。 また,熱応力問題に対するG。odierの
熱弾性ポテンシャルと物体力問題の応力関数の関係が明
らかにされる。初期値問題の応力関数もこの章で示され
る。第4章 では特異性をもつ無限個 の応 力 関数 が示 さ
れ,そ れを応用 して集中力問題が考察される。また,荷
重点における解の特異性のオーグーの物理的意味につい
ても述べられる。
第5章 と第6章 は応力関数の応用で,第4章 までの結
果が具体的な形をもつ弾性体の問題に適用される。すな
わちJt第5章では,第2章 の結果を応用 して 「有限厚肉
円筒が内圧を受けてテニパ状に押 し広げ られ る問題」,'
第3章 で述べた物体力問題の応力関数を応用 して 「半球
ピットにね じりを受け る 無限厚板」,第4章で示された
特異性をもつ応力関数を応用 して 「剛体テーパ棒の差 し
込みを受げる中空厚肉球問題」が考察される。第6章 で
は,あ る円周上に物体力の働 く問題の解(グリーン関数)
を応用 して,弾性問題の数値解法が考察される。取 り扱
われ る問題は 「非貫通円孔に差 し込 まれた剛体九棒にね
じりを受ける半無限体」,「環状み ぞ を もつ丸軸の引張
り」'であるが,示 される方法の他の問題への拡張は容易
で ある。 上述の剛体丸棒にね じりを受ける問題の解法
は,そ の特別な場合として,円孔の底まで剛体丸棒が完
全に差し込まれたときの'LUCOの問題にも適用できるの
で、 この問題に対 し,Lucoの解 と示された数値解法に
よる結果との比較が行なわれる。
以上のように,第2章 から第4章 は第1章 の結果をさ
らに発展させたものであり,第5章 と第6章 は第4章 ま
での結果を応用 して具体的な形をもつ弾性体の問題の解
析を行っている。各章のおもな結果は,各車未にそれぞ
れ結言として要約 されている。
第1章 軸対称弾性問題の応力関数の基礎式
1.1緒 言
三次元弾性体の変位ベ クトル σを円柱座標(τ,θ,め
で表したとき,もし σが角度 θによって変化 しないな ら
ば,そ の弾性体の変形はZ軸 に関 して軸対称であるとい
う。このとき,時間 εにおける一様等方性弾性体の変位
ベ クトルU(r,Z,t)は,円柱座標で表された次の連立偏
微分方程式を満足することが知られている。
,(1v2一ラ)・ 、+き 〔・,・,・・)+巡,。9・ad・d・・U
+F戸 ρ器 〃・ …(・・1)
ここにUJ(r,z,t),Fi(r,z,t)は変位 ベ ク トルU,物 体力
ベ ク トルFの ゴ座標方 向成 分を表 す。 ただ し添 字 ノは,
円柱座標r(ノ=1),θ(」=2),2(元=3)を意味す る。 ま
た,
P・一一需+÷ ÷+昔
であ り,μ,〃お よび ρは弾性体の横弾性係数,ポ ァソソ
比および密度を表す。
動的荷重を受けて弾性体の変位 均 が時間的 に変化す
る場合はもちろんのこと,ttJが時間tに よって変化 しな
い場合も,変形が軸対称である弾性問題を解 くことは,
その弾性体の境界条件などを満足す る 均 を弾性基礎方
程式(1.1)から求めることに帰着される。 しか しながら㌶
ある特殊嚇 合を除いてそ願 法}確立さ垣 おげ
そのため現在の弾性論は,工 学的に解決が要望されてい
る弾性問題に対 して,.まだその解を提示できない場合が
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多 い。
ところで弾性問 題を解 くには,上 述の変位で表 された
弾 性基 礎方 程式(1.1)から出発す る考 え方 とは別に,応
力で表 され た弾 性基礎方程式 とひずみの適合条件か ら出
発 す る考え方があ り,LOve(i・i}はこの応 力で表され た弾
性 基礎方程 式か ら出発 して,静 的 な場合に,軸 対称弾性
問題の一つの解 法を示 した。それは,重 調和方程式
1ア4X=0…(1.2)
を満足す る1個 の未知関数(こ の よ うな未知関数 のこ と
を応力関数 と呼ん でいる)Z(1',めに よってa」 を,Eを
縦 弾性係数 として,
_1十v∂2又
,u2=O,lts-一一一－EOr∂2
炉1±"{・(1-v)71x－幕}…(…)
のように表現 したもので,こ れまで実際に しぼ しば応用
されている。 しか し,このLOveの応力関数Xに よる解
法が静的軸対称弾性問題の解法 として,(i)完全性をそな
夕;
えてい るか ど うか,と い う基本的な ことが らに対す る検
討が まだ なされていなか った よ うに思われ る。 また,上
記のLOveの解 法は,(m動的荷重の働 く問題,⑱ ね じれ
変形を伴 う問題,⑲ 物 体力 の働 く問題 に対 しては適用 で
きな い。
..Westergaar♂1・2)はLoveの応力関数 とGalerk;n(i・3)が
直角座標系 で示 した ベ ク トル応 力関数 のz軸 方向成分 ど
の関連性 を明らか に し,重 調和方程式(1.2)の代 りに非
斉次重 調和方程式
F3 …(1◆4)v4x=-1-v
,を満足 す る応 力関数Xを とることに よ り,2軸 方 向に の
み静 的物体力 丸(r、2)が働 く問題に も道川で きるよ うに
Loveの解法 を一一般化 した が,そ の他の方向に働 く物 体
力に関 しては論 じなか った。
一般 に,直 角座標系 で表現 された形では,応 力関数 は
単独 の方程式を満足すれぽ よい解法であ って も,そ れ'を
円柱座標系 に変換す ると応力関数は連立方程式を満足 し
なけれ ぽならない形 にな り,実 用上,役 に立たない もの
にな って しま う場合が 多い。そ のため,変 形が軸対称 で
ない ときの円柱座標系 における弾性問題 の解 法は いまだ
明 らかでな く,現 在,非 軸 対称 問題の解法 として知 られ
てい るBoussinesqなどCl'4}"'Cl'7)の解法 は,そ の一 部の解
を求める ことがで きるにす ぎないのである*。
以上の よ うな理由か ら,本 章では,単 独 の方程 式を満
*円柱座標系では,物体力およびねじれ変形を伴 う任意
の三次元問題の,単 独の方程式を満足する応力関数に
よる解法はまだ知 られていない《1・s,。少な くとも,tそ
の完全性の証明された ものはまだないと思 う。
足 す る3個 の応 力関数を導入 して,動 的物 体力お よびね
じれ変形 も考慮 した軸対称動的弾性 問題 の解 法を,円 柱
座 標 で直接示す。 ここに示 され る解法 は,そ の特別 な場
合 と して静的問題の解法 も含ん でお り,ま た,こ の静的
な場合の解 法はその特別な場合 として前述 のLoveの 解
法 も含んでい る。す なわ ち本章 で提示 され る解法 は,前
述の(のか らGliまでの問題 に も適用 で きる。 また,(i)の解
法 の完全性 もそ なえている ことが明 らかに され る。
1.2軸 対称弾性問題 の応 力関数
前節 で も述べ た よ うに,弾 性問題 の研究1こおいては,
弾性 体の変位 を応 力関数の微分形で表現 してお くことが
本質的に重 要な役割 を果た して いる".4,"'"・6,・`1・9}～{L11}.
そ こで木節 では 変形 が軸対称 であ る と い う制 限のみ
で,物 体力 もね じれ変形 も存在 しかつ時 間的 に変 化す る
一般的な場 合の三次元弾性体の変位 を応 力関数に よって
表 現す ることにす る。 その ためMindlin"・12}の考察方法
すなわちヘ ルムホ ムツの定理を用 い る方 法を ここでも踏
襲す ることにす る。
変位 で表 された弾性基礎方程 式(1.1)から出発す る。
ベ ク トルの分割 に関す るヘル ムホル ッの定理に より,任
意の変位 ベ ク トルを 回転のない変位ベ ク トルと体積変 化
のない変位 ベ ク トル とい う性質 の明 らか な二つ のベ ク ト
ルの和 として表す ことがで きるので,方 程式(1.1)を満
足す る変位 均 を一般 性を 失 うことな く次式 の ようにお
くことが できる。
Uj=gradゴAl・rotiB・ ・<i.5)
ここにA(r;2,t)はスカラー ・ポテ ンシ ャル,B(7・.z,t)
はdivB=oを満足す るベ ク トル ・ポ テ ンシャルである。
なお,本 論文 で取 り扱 う関数は特に こ とわ らない限 り,
すべて必要なだけ微分可能 とす る。
変 位UJを 式(1.5)の形 に分割す るこ とに よ り,方 程式
(1.1)は次式 の ように変 形 される。
(口12-B(D・2一吉){2i≒:)・ad・At+・…Br}
一一一芸 ・(ノー 1,・)
旺 ぽ{雫 …;)誓+}募(rB・')ト 告ー
・・;(1.6)
だ だ し,Al,Bノ は
A=[コ22A「
Bj-(口12-12)Bノ+吉〔・…B・'〕 …(L・)
であ り,口n2は円柱座標 でのダ ランペ リア ンで
1[1・・一・・一 ま 、 £i・1元〒1,2) 、 …(・・)
を,ま たCnは 応力波の伝ば速さで次式を表す。
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Cl2-2i≒i)音 α 一丁 …(1.・)
式(1,6)の中か っこ内はあ る未知 ベ ク トル の 成 分を表 し
て いる。それ でい ま 『,
・・{1」,
。胆 ・A'+,(il-・」v)r・・Br}==ip…(1…)
とお くことにすれ ぽ,未 知関数At,Bノ が連立 している
方程式(1,6)は,3個の φ∫(r,2,t)を未知数 と した,連 立
しない3個 の方程 式の形に変形 されて次の ように なる。
(口12一ξ)(□・・-1,)φ・一一 、竺ρ
F,口
12□22φ3=一(j=1,2)…(1.11)1-v
式(1.11)の未知関数 φJ(φの ノ方向成分)を 軸 対称弾
性 問題 の応力 関数 と呼ぶ こ とにす る。 この φ∫で 均 を表
示 すれぽ 次式 の よ うになる"・13》・(1・10。
・・炉 ・(1-v){([子吉)φ・+吉輌 φ3〕}
-gradJ〔iivφ …(1.12).
以上 の結果 か ら次の ことがわか る。応 力関数 φ,を導
入 して変位UJを 式(1.12)のように φ∫の微分形 で表せ
ば,3個 の未 知関数ttl)b:連立 している方程 式(1.1)は,
3個の φ∫を未知関数 とす る連立 しない方程 式(1.11)に
変換 され る。
1.3静 的 な場合 の応力関 数
前節 で示 され た式(1.11),(1.12)にお いて物 体力F」
と応力 関数 φ」が時 間tに 無関 係であ るとすれぽ,静 的
軸対称 問題の解法 が得 られ る。す なわち,静 的な場 合の
弾 性体の変位 均 は,方 程式
(吟 二Lr')201…-L－書 ・(ノー1・・)
71φ・一一－f㌢ …(1・'13)
を 満 足 す る3個 の 応 力 関 数 φ」 に よ り次 式 の よ う に 表 さ
れ る 《1・!5)・`1・16㌔
・・…}一・(1-v){(・・一吉)φ ・+寺 〔・…di・〕}
-gradidivφ …(1.14)
ここに示 された静的な場合の解法においてφ1==φ2=O,
φ,=Xとおけぽ,1.1節で述べたLOveの解法が得られる。
1,4解法の完全性
これまでにも述べたように弾性問題の研究 に お い て
は,弾 性体の変位あるいは応力を応力関数を用いて表現
してお く手法が非常に重要な地位を しめ しているが,こ
のとき,あ る応力関数を用いた解法がはた して弾性問題
のすべての解を包含 しているかどうかとい うことが問題
になって くる。ある応力関数による解法が,.ある定義さ
れた範囲内での弾性問題の解をすべて包含 しているとみ
なせ るとき,その解法はその定義された範囲内で,完 全
性をそないているといえることに な る。 そこでここで
は,方程式(1.11)を満足する応力関数 φ∫で表された式
(1.12)の変位UJは,動 的軸対称弾性問題に対 し完全性
をそないていること,また,方程式(1.13)を満足す る応
力関数 φ」で表された式(L14)の変位U」 は,静 的な場
台に対 して完全性をそないていることを述べる。
1.2節で論 じたことの本質的意味は,変 位UJを未知関
数とする連立方程式(弾 性基礎方程式)(1.1)を,応力
関数 φ」を未知関数とする連立しない方程式(1.11)に変
形 したとい うことに あ る。 弾性基礎方程式のこの変形
は,弾性体の変位ベクトルを,そ の一般性が失われるこ
とのないよ.うにして,性質が明らかで数学的処理の容易
な変形を表すベクトルの和の形に分割することによって
行った もので,そ の変形過程においては何らの近似 も省
略も加えられていない。 したがって,応力関数 φ∫が満
足すべ き方程式(1.11)は,実は,変 形された弾性基礎方
程式であるから,式(1.]2)の変位te」は軸対称弾性問題
のすべての解を包含 しているとみなせるであろう。換言
すれば,実際にすべての解を入手できるかどうかは,方
程式(1.11)からそのすべての応力関数を取 り出すことが
できるか どうがに帰着されていることになる。以上のこ
とは,静的な場合についてもそのままいえる。
1.5結 言
本章では,変 形が軸対称で あ る三次元弾性体 の 変位
を,単 独の方程式を満足す る3個の応力関数 で 表現 し
た。この3個 の応力関数による解法から,その特別な場
合として静的な場合め解法を示 し,それは,静的軸対称
問題の研究においてこれまで重要な役割を果たしていた
Loveの解法を含んでいることを明らかにした。'
本章で提示された解法はLOveの解法に比べて次の4
点において広い適用性をもっている。(1)動的な場合も含
めて変形が軸対称である三次元弾性問題に対 し,C。。の
クラスにおいて解法の完全性をそないている。㈹動的荷
重の作用する問題にも適用できる。⑥任意分布の軸対称
物体力の作用する問題にも適用できる。ωね じれ変形を
伴 う問題に も適 用できる。
第2章 物体力のない軸対称弾性問題の応力関数
2.1緒 言
前章において,変形が軸対称である三次元弾性体の変
位を応力関数を用いて表現 し,それは解法の完全性をそ
なえていることを示した。弾性問題を解析することは,
原理的には,そ の問題に課せられた境界条件などに適合
する応力関数を応力関数の満足すべき方程式から求めれ
ばよいといえる。 しか し実際には,応 力関数の形を克つ
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けることが容易でない場合が少なくない。そのおもな理
由として,応 力関数の数は問題の境界条件数が増すに従
って一般に多 く必要になるが,応 力関数の満足すべき方
ト
程式の解がまだ十分には知 られていな い ため(2'1),'都合
のよい応力関数の形が用意されていないことをあげるこ
とができる。そのため,境 界条件のすべてを完全に満足
させ ることが困難であった り,また,全 く別々に提示 さ
れた異なる応力関数による解法を組み合わぜて利用する
とい う(2'2}・《 号一見 きみような方法が採用 され る こと
がある。..
また,問 題は積分や積分方程式などに帰着されること
が多いが,そ の解が求まらないこと,特にフーリエ変換
などの積分変換を応用 した場合では逆変換は求まらない
ζとが普通な くらいで,そのため実際には,力づ くの数値
計算にた よっているとい うのが現状であろう《2・s)。換言
すれば現在の弾性論{お 将来において解決され るであろ
う機械要素などの有限体弾性問題に向って一歩一歩進ん
で い る,ま だ ま だ 遅 れ 左 誉 田 の 一?と い え よ う(2'5,Nt2'i)。
これ らの問題点をすべて解決 しようとしても早急に解
決で きるものではないであろ うが《2・4),その方向に向っ
ての地道な努力の一つとして,こ こでは,前 章でi堤示 さ
れた3個 の応力関数をおもに物体力のない場 合 に考 察
し、その特徴 あるいは性質などをいくつか明らかにして
おく。
2.2ガレルキンの応力関数 との関係
本節の目的は前章で提示 された応力関数と動的場合に
まで一般化されたGalerkinの応力関数と の関係を調べ
ることにあるが,そ の前に,Galerkinの応力関数を とり
まくこれまでの状況を明らかにしておく。
` 'G
alerkin`2・8)は1930専三,直角座標系(x,y,づで表 され
た静的三次元弾性 問題 に対 しJ4階 の偏 微分方程 式 を満
足 す る3個 の応 力関数を導 入 した解法 を示 し,厚 板問題
を論 じた。Papkovich{2'9)はGalerkinの解法 を整理 し,
2階 の偏微分方程式 を満足す る4個 の応 力関数を導入 し
た解 法を導 いたが,そ れ と同 じ解 法をNeuber{2・1e,・f2・1n
も別の方法 で示 した。 これ は現在,Neuber-Papkovlchの
解 法 と呼 ばれ てい る。 これ らの解 法の完 全性はMindlin
`2・12,が示 してい る。 また長谷川 〔2・13)は,Galerkinの応 力
関数 に平 面ひずみ状 態 とい う条 件を与える こ と に よ り
Airyの応 力関数が導 け ることな らび に応 力 関 数 の省略
可能{生を示 してい る。Galerkinの応力 関数 とBoussinesq
の応 力関数の関係 はSternberg{2't4}ら庁こよって論 じられ
てい る。
Ghlerkinめ解法 は動的 な場 合に一般 化 で き る こ とが
Iticov日chb'によ づて示 されたカミ《2・11),同じ結果 をTeOdo:
reseu{2・i5).IX別の方法 で示 してい る。 ま た そ の完全性 は
StembergとEubankst2・i4)が証 明 してい る。上述 の結果
か ら動的な場合1=一挙一般化 されたNeuber-PapkOvictiの解
法 を導 くこ とが で きるが,そ れ は応力 関数の満足す べ き
方 程式 が連立方程 式にな るので,有 力 な解 法 とは な らな
い と思 う。.完全性 が証明 されかつ連立 しない方程式を満
足 する応力関数 を用 いた三 次元問題の解法 は,上 述の 一・
般化 されたGalerkinの解法 のみ のよ うであ る。 定 常調
和 振動 に対 して3Mb6epMe直下《2"61らはNeuberPapko-
vichの解法 を導いてい るが;応 力関数の方程式 はやは り
連立型 であ る。
さて,前章 の1、1節で も述べた よ うに,NVestergaardC2'17,
はLOveの 応 力関 数 とGalerkiiiの応 力関数 の関 係を指
摘 している。そ こで ここでは元同様の事実が動的 な場 合
に対 して も成立 してい る こ と を示す と同時1こ,Weste-
rgaardの触れ なか った エお よびy軸 方 向成 分につい て も
考 察す る。
Galerkinの解法 を円柱座 標系?c-一般 的に変換す ると応
力関数 の満足す べ き方程 式は連立型 にな り,実 際問題 の
解法 と しては,あ ま り役 に立たない も の とにな る{2・IE)・
《2・19,。 しか し,変 形が軸対 称であ るとい う条件の もとに
変換すれ'ば,応 力関数の満足す べ き方程 式は円柱 座標
で も連立 しな く な り,そ の結果 は,前 章で示 され た式
(1.11),(1.12)の解法 と完全 に一致す る。 この ことは静
的 な場合 に対 して もその ままいえ るか ら,1.1節 で述べ
たWestergaardの結果 も明 らかに含ん でい る。
なお,Neuber-PapkOvichの解 法 は 変形が軸対称 の場
合で も応力 関数 の方程式 は連立 型 とな る。 しか し静 的軸
対 称の場合 には単独の方程式 になる《2:19)'"(2・2t)。
2.3応 力関数形 の例
2.3.1検討 の目的
本章2.1節で も述 べた よ うに,弾 性 問題を解析す る こ
とはその問題 に課 せ られた境 界条件 な どに適合す る形 の
応力関数を見つ けれ ば よいのであ るが,実 際に はそれが
容易 でない場合が少 な くない。そ のた め現在 の ところで
は物 体の形 状に何 らかの仮定 を も うけ て,た とえば半無
限体 とか無限円柱 な どの よ うに,境 界 条件の数を減 ら し
て問題を単純化 して取 り扱 う方法 カミしば しぼ採 用 され て
いるのであ る。・仮定 の数 を少 な くして実在 の右 眼体問題
に近 づ くにつれ,境 界条 件の数が,し たが って それ を満
足 させ るに必要 な応力関 数の数が一般 にぱ増 して くるか
ら,1個 で も多 くの応 力関数形を用意 して お くことはそ
の応 用上,応 力関数形選定 の 自由度を高め る といえ'る。
応 力関数の満足すべ き方程式 の解 を求 め る 方法 と し
て,・変 数分離法 た まるも あ{2鋤～《2:24),多項式 に よるも
のt2・25}々《2・26),・'ま－kSn6ddo6らが よ く用い る積分変 換に
よる もめ(2珈 戚 な勘;考 粘 れ 在 ブ≒ ウ』級 数な
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どの手法 を応用す るには変数分離 された形 の応力関数が
現在 の ところ最 も便利 と考え られ るの で,こ こでは静的
な場合 に対 し,応 力関数 φJの形を変数分離法 で求め)
それに検討 を加 える ことにす る《2・29)Q
2。3.2応力関数 φ3
静的 かつ物 体力 不在の ときの応力関数 φ3は重調和方
程式
ブφ3(2',2)=0…(2.1)
を満足 する もの とな る。い ま
ク2φ=φ(r,2)'…(2.2)
とおけ ぽ,方 程式(2.1)は
ク2φ(r,z)==0・ …(2.3)
と表せ る。 そこで方程式(2.3)の解 φを求 め,そ れ を方
程式(2.2)の右辺 に代入 し て φ3を求 め るこ とにす る。
方程式(2.3)の変数 分離 きれ た形 の解 と して次式の も の
が得 られ ている{2・3e)。
φf={a!ゐ(エ)+a2γ。(D}(biea:+b2e－αz)
φ、={a31。(X)+a4K。(X)}(b、sinα2+b4COSαz)
φ3=(as十aBlogr)(bszl-b6)…(2.4)
ここに み(αr),Y。(α1うは 刀階 の第1種 お よび第2種 ベ
ッセル関数,ln(ar),Kn(αr)はll階の第1種 変形 お よび
第2種 変形ベ ッセル関数を表 し,a,b,αは任意 定数 であ
る。
以上の結果か ら,応力関数 φ3として次式が得 らiL7g。
to
…(2 .5)φ3・=Σcb。
n=1
ここに ψ.は次式を表す。
ψ、=(aiJe十a2Yo)(b・eat+あビαつ
ψ・一 言 一(・1'」1+a・'y1)(b・'eat-1-b・te'αz)
ψ・一 一蒜 一(al"ゐ+a・"γ ・)(b,"♂2}ψ・"e'ae)
ψ・=(a・1・+・・K・)(b・si・α ±b・C・・αD
ψ・一 ㌃(a・'・r・ ・'K')(b・'・i・α・+b・'・一)
ip6=:一☆(・ ・"1・+a4"K・)(b・"・・Sα -b・"・i・α・)
Cb,=(as+a、1・gr)(b、Z+b6)
ψ・一 ・・{・'+a♂(1・g・-1)}⑦畑 ・')
ψ・一;・ ・(a・〃+・・〃1・9・)(9…'・+b・〃)…(…)
ただ し ψloはP4ψ10=0を満足す るrとzの 多項式 である。
2.3.3従来の結果 との比較
応 力関数 φ3は静的 なときには,1,0veの応力 関数Zと
一・致 す る。応力関数Xを 応用 して論 じられ た問題 は これ
までか な りあ りc2・31)r(?-39},また,そ の応力関数形を 考察 ・
した もの もあるが(2'22}"'《2・21},そこ に示 された もの は次
式で要約されると思 う。
X→ 力・2・+β6・1・g・+去働2+{A'・ω
+B'rl、(x)+A"K。(x)+B"rKi(x)}(Clsinα2、
十C2cosαz)十{AJo(x)十BYo(x)}(C'sinhαz
+D'xc・shαx+C'tcoshα?+.D"2sinhα2)
…(2.7)
こ こ に エ=αr,A,B,C,Dは 任 意 定 数 で あ る 。
式(2.7)のXは,式(2.5)の φ3に お い て,そ の 任 意 定
数 α1',πノ,a3",a41i,as,a6t,a6"、b61b6iを零 と した も の
と同等である。 したが って,式(2.5)のφ3は従来の応力
関数Xを すべ て含 んでいる。
2.3.4応力関数 φ1と φ2
応 力関数 φ3の場合 と同様な考察 を行 えば,静 的かつ
物体 力不在 の ときの応 力関 数 φ,(ゴ=1,2)'として次式を
求めるこ とがで きる。
ユ　
φ∫=Σ ψπ ●一(2.8)
n=1
こ こ に ψ.は 次 式 を 表 す 。
ψ1=(a7、li+a8Yi)(b7e"z+bse－αt)
ψ・一 一㌃(a・'J・+a・'γ・)(ゐ・桝b・'・ 　 つ
ψ3=五 一(a7"」・+as"y・)(ゐ7'teαz-b,"e-aつ
ψ、=(a,ム+a、。K、)(b、sinα・+b,。C・Sα・)
ψ㌍ ㌃(・ ・'・・-at・'K・)(・・'… α・±e・・'…9・)
ψ・=・一一,Z-(a・"・・+…"K・)(b・"c・・α・一;1・"… α・)'
ψ7=(anr十ai2r-i)(bl12十bi2)
ψ・一`(5aiitr・+…i1・g・)(bll・・+bli)
ψ、一 丁(　 〃・+a'1〃ゲ ・)(さbllt・2+b1・"〉・
…(2.9)
た だ し ψ1。は(72-1/r2)ψ、o=0を満 足 す る.rと2の 多 項
式 で あ る 。. .'`,
2.4応 力 関 数 の 省 略 可 能 性
ここで は,物 体力F、 とF3が ともに不在の とき!こは,
前章で提示された3個 の応力関数 φ」の うちから φ1か
φ3のどちらかを任意に1個 省略 して も解法の一般性は
失われないこと,また,F,かF3のどちらかが不在のと
きには,不在の物体力に対応 している φ,か φ3を省略
してもやは り解法の一般性は失われないことが予想でき
ることを述べる。,物体力(?存在する問題の解は,物 体力
による解と物体力が不在の問題の解を重ね合わせること,
により求められるから,物体力が不在のときの1ことを考
えて若げばよい。c・ 一 、
い ま 式(2.5)の ψコoと し て1'∵ ・'tt
(159>
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表2.1軸 対称ね じり問題の解法
解 法
B。ussinesq
Neuber・-P・pkbvi,h
Michell
文献(2.42)
本論文の φ2
1…,
_2.延
∂,・.
一4(1-P)N
τψ
2(1-v)・
(・・一一±一)φ・
1 τrθ 1
一(2
∂i,+、;,)s
－一2(1-v)・÷(÷)
1∂tvl
r2∂2
。週L
∂r
(1-v)・
・÷{÷(7・一 …
ア)φ・}
Tte 1
∂s
∂r∂z
－2(1-v)誓
1∂M
2・2∂r
∂ψ「τ
(1一の ・
(72-≠)讐
応力関数の条件
P2」3=O
(9・一÷)N・o
(ア2-÷ ÷)t・t・t-・
(72+i募)ψ一・
????
?
??
??
ψ10=A1(222-r2)(r2十22)十A2{35z4
-3022(r2十22)十3(r2十
z2)2}(2.10)
を,ま た 式(2.8)の ψ、。 と し て
ψ・-B・(・・2-")両・r+B・(三一号 ・・1・gr)
…(2.工1)
を採用す る。 ここにA,Bは 任意定数 である。
次 の結果が成立す るこ とは容 易に確か め ら れ る。 式
(2.8)の任 意の φ1に対 し
～tl(φ1)==tt](φ3∫+φ3tt+…+φ3(・))。
Ua(φ・)rU3(φ・'+φ3"+…+φ31・1)…(2.12)
の二つの式が同時に成立 す る 応 力関数 φ3'十φ3"十… 十
φ3ωが常に存在 し,そ してまた式(2.5)の任 意の φ3に対
し
Ul(φ3)=Ul(φ1「+96iti+…+961(m)),
i:tt・(φ・)-tt・(φ'+φ・"+…+φ・`・')…(2.13)
の二つ の式が同時 に成 立 す る 応力関数 φ、∫+φ・"+…+
f6t(m}も常 に存在す る。 ここに7t,m≧1である。 この結
果は,φ ・と φ3が同等の解 を表 す るこ とを 意味す る。
2.5ね じリ問題 の応力関数
前章で示 された3個 の応力関数 φdのうち,φ2はね じ
れ変形を表 している。 ところで,物 体力の存在 しない静
的軸対称ね じり問題に対 しては,す でにいくつかの解法
が知られている《2・40)"《2・m。それ らを整理すると表2.1の
ようになる。ここにS,N,M,ψ,φ2は応力関数である。
ここに示 されている応力関数はそれぞれ異る形の方程
式を満たすようになっているが,そ れらが表す解はすべ
て同等あるいは同等であることが予想で きる。例 として
応力関数NとMの 関係を考えてみる。目的 としているこ
とは,方 程式
(72-±)N-O,(ア・一:£)M=9
を満足す、るNとMに 対 し
…2.14)
一・(1-・)・☆(4)==一 吉 彩
一・(・一・)豊L青 票 …(・・15)
の二つの関係が同時に成立することが常に可能であるこ
とを示せば達せられる。式(2.15)の関係は次式のように
書 き直 してもよい。
2(1-v)r3-11
tr(÷)一票 ・
一・(1-・)r3-£一(÷y)一票 …(2・16)
いまMが 与えられたものとする。式(2ユ6)から次式の関
係が得られる。
一`器 一2(・-v)一昔{・湯(三)}
一一・(1-・)'・・農,(¥)…(2・17)
しか るに,こ の関係を満たすNは 存 在す る。 なぜ な らぽ
式(2.17)から式(2.14)の第 ユ式 を導 くこ とが で きる。JV
が与 えられた場 合 も同様 であ る。
なお,ApyTIOH田HとA6pa:inH〔2・43)は上述 とは別 の方
法 でMと ψな どの関 係を考察 している。
2.6結 言
本章では,前 章 で提示 された3個 の応力関数 をお もに
物体力のない場合に考察 した。おもな結果を要約すると
次のようになる。
ω 前章で示された応力関数と動的な場合にまで一般
化されたGalerkinの応力関数,NeuberPapkOviehの応
力関数などの関連性を考察 した。
(2)変形が軸対称である静的弾性問題を具体的に解決
するための応力関数形を変数分離された形で求め,そ れ
は従来のものをすべて含んでいることを示 した。
㈲ 物体力が存在 しないときには,3個 の応力関数の
うちから1個省略 しても解法の一般性は失われないこと
ぐ160),
軸対称弾性問題の応力関数による解法に関する研究
が予想できる。 こ の こ とはまた次のことを意味する。
Loveの応力関数による解法は,ね じれ変形 とz軸 方向
以外に働 く物体力が存在 しない静的軸対称三次元問題に'
対 して,C。。のクラスにおいて完全性をそない ているこ
とが予想できる。
{4)前章で提示 されたね じり問題の応力関数の静的で
物体力不在のときの もの とゴすでに知られてい るMi・
chell,Neuber-Papkovich,Bousslneeq,などの応力関数は
それぞれ同等の解法であることが予想できる。
第3章 軸対称物体力問題の応力関数
3.1緒 言
弾性問題 を考 察す るとき,物 体に作用する外力は二つ
の種類 すなわ ち物体の表面に働 く表 面力 と物体 の領域 内
におい て働 く物 体力にわ けて取 り扱われてい る。
物体力問題 について,古 くは無限体領域 内の1点に単一
集中力 が働 く問 題に対す るKelvin《3・i)の解,半 無 限体領
域 内の1点 に単一集中力 が働 く問題 に対す るMindtinの
解 な ど(3・2,があるが,Mindlinらの解 は、物体力問題 の解
法 とい うよ りも特異性 を もつ解 を応用 して得 られ た もの
である。Melan〔3'3)}XAiryの応力 関数に よ り,Green《3'4)
は複素 関数 で、そ してSneddon〔3・5)はフー リエ変換 とラ
プ ラス変換 を応用 して物 体力の働 く一般的な平面問題 を
論 じている。Sneddon{3・6}・〔3・7}はまた,無 限体 お よび半無
限 体領域 に物体力が 任意分布 す る問題 の解法 を同 じくフ
ー リエ変換 とラプ ラス変 換を用いて直角座標系 で示 して
い る。 しか し,こ の解法 を円柱 座標系に変換す る ことは
困難 の よ うであ る。
円柱座標 系で物体力問題を論 じた ものは少 な く,半 無
限体領域 内の一 円形面上 に等 分布力が働 く問題 を扱 った
Dean《3・8,ら,単一集力が働 く無 限円柱 を扱 ったConway
`3・9,,回 転円筒の遠心力を 扱 った 柴原 ・尾田(3・!0),無限
体領域 内の二 円周上に物 体力 が働 くときの変位を示 した
Kerinanidis(3・it)・{3・1牲の研究 以外に はあ ま り見 あた らな
い よ うであ り,そ れ も一般的 な立場 か ら物 体力問題を取
り扱 った ものではない。古橋(3'13,も物 体力問題 を論 じて
い るが,こ れ は解 の性質 などを考察 した もので境界条件
につ いては触れ ていない。物 体力問題 の解 の応用 性につ
いては,西 谷 ・村上 《3・14)」b;体積力法{3・mを提 案 して破壊
の力学 の応力拡大 係数 を論 じてお り,岡 村 ・島田(3・t6)は
三 次元 非軸対称問題 の一般 的数値解法 を単一 集中力問題
の解 を用い て示 し,ま たKermanidisf3・li,は軸 対称問題
を積 分方程式を解 く問題 に帰 着 させ ている。
物体 力問題 の解法 を論 ずる ことの主 目的 は,厳 密な意
味 での物体力の問題 を考 察す ること よ りも,通 常の境界'
値 問題 を考察す るためにそれ を応用す るこ とにあ るとい
える{3・17)"《3・211。そ の例は第5章 と第6章 で述べ るこ と
に して,本 章では,任 意分 布の動的軸対 称物 体力 が働 く
弾性問 題の応 力関数に よる解法 を示 す。 また,静 的物 体
力問題 の応 力関数 も示 し,そ れを応用 して,任 意分 布の
軸対称物 体力が 働 く半無限体問題 の 一般解法 を 示 す 。
Goodier《3・22》の 熱弾 性ポ テンシ ャルと物体力問題 の応 力
関数 の関係,初 期値 問題の応力関数 も本章 で 考 察 さ れ
る。
3.2動 的物体力問題 の応力 関数1
3.2,1定 義
動的 物体力問 題の応力関数 φ∫を非斉次偏微分方程 式
(1.11)の特殊解 と して定義す る。 この定義 に よ り,動 的
物体 力Fj(r,z,t)に帰 因す る弾 性体の変位Uj}t,や は
り式(1.12)から求め られ る。
3.2,2ラプラス変 換に よる方法
任 意分布 の動的軸対称物 体力Fノ が無 限体領域 に存在
す る問題 の応力関数 φ」を ラプラス変換 を用 いて求 める◆
ただ しFsは,tに 関 して はZ≧0に おいて区分的 に連続
かつt→COのとき指数位 とす る。また τと2に 閲 しては,
デ リクレの条件(3・23}ならびに
limiFjl==O(ブε+り,1im1F∫1=0(1z1"ε)
r→oo9→ ±oo
…(3.1)
を満足す るもの とす る。ここに ε>1.0である。 この とき
万 を次式 の ように表す ことが で きる。
F・一場 ∫=・β∫=e-・… 一・・dζJ].O・Jm(・r)d・
・∬ ・礼(v,c,s)Jm(・・)吻(32)
ここに 云∫はFJのtに 関す る ラプラス変換 を表す。 記
号Reは 実数部分 のみ とる ことを意味 してお り,7/zは,
元=1,2のとき 〃F1,」=3のときm:Oを とるもの とす
る。
方程式(1.ll)の両辺 をtlこ関 して ラプ ラス変換すれ ぽ
{c・・(y・一ξ)一・・}{げ(四劫 一・恒
　 ロ
ー 一 芸 厨・・(ノー 1・2)
ゑ 　
(c・2V2-s2)(c・272-s2)φ・〒 一 芸 兵・ …(3・3)
となるから,式(3.2)に注意すれぽ,方 程式(3.3)の特殊
解 動 として次式を求めることができる。
φ戸 一,鑑)品 ∫ン β∫ン ・四 ・ζ
－s"
(αJm(α2うdαγ12十s2)(γ22十52)∫0.η司(7・ζ】s)」一(αη)dη
…(3.4)
こ こ に φ,は φノ の'に 関 す る ラ プ ラ ス 変 換,γnは γ。2、・
=C。2(α2+β2),(tl=1,2),で あ る 。 ま た 初 期 条 件 と し て
(161)
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次式を採用 している。
φル 刊一巳 芸 ・φ・卜…=:・(n-1・…)… ㈹
式(3.4)のφ」をsに 関 して ラプラス 逆変 換すれ ば動
的物体力問題 の応力関数 φJが得 られ て次式 の よ うにな
る(3・24}・c3・25)。
φ・一・剖 瓢β∫ン ・rζ∫..(:鵠'砲
・J
,'.・(FjlF,2)・・(・・)・η …(…)
ここにFjnは 次 式を表す。7t=1,2として
F・・(…ζ・t)一÷ ∫`F・(・ c・ξ)・i・rn(t－ξ)dξ
"・(3。7)
3.2.3素躍による方法
ここでは,物 体力問題の応力関数を求める素解の方法
について述べる。ここに素解 とは無限体領域に存在する
物体力の問題の応力関数を求めるための一つのグリーン
関数 で,弾 性論 に素解 を導入す る ことは,古 樹3・13}がフ
ー リエ変換を用 いて静的な ときに直角座標 で 行 っ て い
る。 しか し古 橋 と同様 な方法 を円柱座標 で行 うことは容
易 でない と思 われ るか ら,こ こでは力種式(1.11)から出
発す る ことにす る。
関数rf(r,z,t,η,ζ,ξ)}#1フi程式
(口t2一吉)(□・2ナ)P・
=_1δ(2'-rp)δ(z－ ζ)δ⊆竺二二ξ⊇L,[=]12〔コ 2・li3
1一り2πr
___!_!Cr.一 η)δ(z－ζ)δ(t－ξ)._.(3.8)
1-v2πr
の特殊解 とする。ここに δ()はデ ィラックのデルタ関
数である*。もし九 を求め ることができれぽ,物体力問
題の応力関数 φ」は次式から求められる。
φ・・=・ ∫=∫..∫'ηF'(・・ζ・ξ)r・ ξ・・dζ …(…)
以上 の議論 の妥 当性を示 す こ とは容 易であ り,こ こで
は省略す る。 デルタ関数の積 分表示 を用い(3・20,方程 式
(3.8)がらrfを 求めれば次 式の よ うにな る。
r・一一斜 ∫㌃ 一 ・βfα 餐 鵠 霊η)
・{s三 一ξ)-s讐 一ξ)}・・,(・L・ξ)
=O,(t〈ξ)一 ・・(3.10)
この 万 を動的物体力問題 の応 力関数 の素解 と呼ぶ。以
上の結果か ら式(3.6)のφ」を導 くことがで きQ。
*本論ではF,な どを必要なだけ微分可能な クラスで考
えてきた。 δ関数は超関数でこの条件を満たさないが,
特例 として採用す る。なお弾性論における超関数解につ
いて,古 橋(3・26)の研究がある。
3.3静的物体力問題の応力関数
静的物体力問題の応力関数は非 斉 次 偏 微 分 方 程 式 ・
(1.13)の特殊解 として定義される。前節3.2。3項と同様
な考察を静的物体力FJ(r,2)に対 して行えば,無限体領
域に存在す る任意分布の軸対称物体力問題の応力関数の
素解として次式を求めることができる。
…=一 、。・9三 。)f.1・"'β`'-c'・β
・ αJ.(αr)Jm(αη)・∫ dα …(3.11)(
α2+β2)2
した が っ て,応 力 関 数 φ∫ は 次 式 の よ うに な る13・?8)。
防一一禰({㌔。ア∫:・β∫:〆β四 ・ζ
・1..織 貧 ・・∫.epF,(to,ζ)Jm(・・ d・
…(3.12)
なお,応 力関数の式では積分が 求 まらない ときで も,
それか ら導 かれた変 位 あるい は応 力式《3・29)では求 まる こ
とが多いc3`30)。
3.4軸 対 称物体力 の働 く半 無限体問題 の解法
3.4.1応力関数 と境界条件
半無 限体領域(0≦r〈。。,2≧0)に任意 分布 の静的軸 対
称物 体力が存在 し,そ の境界面ぴ=0)が 自由表面 であ る
問題の一般 法を示す。 境 界条件は次の ように な る。(応
力 の記号 は一般的慣例 による)
σzli=o=τreli=o=τealt=o=0…(3.13)
ここでは,物 体 力問 題の応力関数 の式(3.12)から次式
の ものを採用す る。
φ・一一.(f-}Sv)∫..∫..曜鵠 … β・d・dβ ・
…(3。14)
ここに 云∫は次式 を表す。
F・(a・β)-fif
.・F」(r・・)Jm(・)… β・d,'dz
…(3.15)
ただ しρは物 体力 の存 在する積分領域 である。
ところ で,式(3.14)の応力 関数 φ」は境 界条件式(3.13)
を一般 には満足 しない。そ こで,式(4.14)のφ」 と重ね
合わせ る と境界 条件式(3.13)を満 足す る ような応力関数
が別 に必要 になる。 この 目的 のための応 力関数 と して,
前章 の式(2.5),(2.8)から次式 の形 の ものを採用す る。
φ・一∫..÷ ・・(・汲+・ ・蹴 ・…
φ・一∫..一☆C・ 占(・・)e"・・d・1φ1-・ …(3・16)
ここにA,B,Cは 任意定数である。
以後の議論を容易にす るため,'式(3.'16)Q応力関数か
らゴ境界条件
(162)、
軸対称弾性問題の応力関数による解法に関する研究
σeli=o=P),τtelt=o=P2,τrε12=e==Pi・・く3.17)
を 満 足 す る 解 を 求 め て お く。 す る と 次 式 が 得 ら れ る 。
・」・tltl--f
ee'Ji(・r){P,一(1-・・一 ・)(P・一 戸・)}e-d'd・,
μ ・・一 －J。'oJ,(・・)戸・e-・da
・μ…==一 ∫..・(・ )〔剖 ・(1-・)
+α2}(P、-P,)〕e"αedα 一・(3」8)
ここに 戸∫は 乃 の ハ ンケル変換 を表す。
3.4.2半径方向 に働 く物体力
まずは じめ に,半 径(r)方向に働 く物 体力Fi(r,Dの
場 合を考 える。式(3.14)におい て 」=1,2n=1として応
力 式を求め,式(3.18)から求 めた応力式 と重ね 合わせ る。
そ して境 界条件式(3.13)を満足す る よ うにPJの 値 を定
め る。 しか して次式 を得 る。
亮一一π吉y∫司(晶 ア 一ー晶 ひ}dB・
Pl=P2==0…(3.19)
こ れ よ り,境 界 条 件 式(3.13)を満 足 し物 体 力F、 を も
つ 半 無 限 体 の 変 位UJは 次 式 の よ う に 表 せ る こ と に な る
{3・3Ω・13・32)。t`2=0,
・幽 一石 ㌔ ∫..∫c.・F't
・〔{等手…～一
(。・£β・ア}… β・+(1-2v-・・)
・瞬 一
(嚇 ア 同 ⑭ … β
・・te3-一
。(k-v)∫彌 ..・瓦
〔一繧 鵠+{・(1-・)+c・2}
・{1-vα2
α2+β2(α2+β2)2}戸恒 ・∂・螂
…(3.2G)
3.4.3ねじ り力 と して働 く物体力
こ こでは,2軸 まわ りのね じ り力 と して働 く物 体力F2
(r、2)が半無限体領域 に存在す る場 合を考 える。式(3.14)
において ノ=2,t)1=1とし,そ れを式(1.1のに代 入すれ
ば次式を得 る。
・μ… ÷ ∫.⊃∫..・畷 撃 ・・触 ・β 仇一桁 ・
…(3.21)
この解 は境 界条件式(3.13)を満足 してい る。
3.4.4z軸方向に働 く物体力
2軸 力 向に働 く物体力F,(r,2)が半無 限体領域に存在
す る場合 を考 える。式(3.14)において ∫=3,121=0とし,
本節3,4.2項と同様 な考察 を行 えば,境 界条件式(3.13)
を 満足す る解 として次式 を導 くこ とがで きる。
〇 一一
ー 一一 ⑧
コ
↓Z
→
r
図3.1あ る円周上にね じり物体力を受ける半無限体
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図3.2あ る円周上のねじり力
…t・一。(ft-v)S.∫..晒
・〔:;・s鵠 一{・(1-・)一・・}
・{1一り β2
α2+β2(α2+β2)2}パ〕⑭ … β
・μ・t3-
。(1≒ ∫c.∫㏄α瓦
・〔2(1-v)βL){　　トロ　
α2+β2(α2-fβ2)2}⑭ 一◎+囎)
・{1-vβ2
α2+β2(α2+β2)2}パ〕ゐ⌒ ・β
…(3.22)
以上 の結果はすべ て境 界で表面力が零 の 場合 で あ る
が,同 様 に して境界面力鞠 体に固定 され てい る場 合の結
果 も導 くこ とが できる《3・31)・《3・am。
3,4.5計算 例
本節 の結 果の一つの計 算例を示 す。 自由表面を もつ半
無限体領域 において,図3.1に 示す ように深 さ2=h,半
径r=lkの 円周上 に図3.2のよ うなz軸 まわ りのね じ り
刀
遇(r・・)一嘉 ・(r-rl)・(・-h)・ …(3・23)
が作用するもの とす る。このF2を 式(3.15)に代入すれ
ぽ
・F・(・・β)==sl
。J,(・r!)… βh…(3…)
(163)
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と な る か ら,こ れ と式(3.21)から 次 式 が 得 られ る13・3t)"
{3・33)o
・幽 一去 る÷{Q1'・(「2+τ1誤z-〃)2)
+Q,1・(〆+r、2+(2+h2i-i・t)2)}・Ul-U3-・
…(3.25)
ここにQi12()は第2種 ル ジャン ドル関数を表す(3・34,。
3.5物 体力問題 の応力関数 と熱弾性 ポテ ンシ ャルの
関係
弾 性体の温度分布が一様でないと きには,外 力が 作用
していな くて も弾性体に応力(熱 応力)が 生ず る。 この
よ うな熱応力問題に対 し,1個 の スカラー ・ポ テンシャ
ルを導入 した解法がGo6diert3・22,によって示 さ れ て い
る。 ところで,熱 弾性問題は一つの物体力問題 とみなす
こ とがで きるのでC3・35),ここでは,物 体力問題 の応力関
数 とGoodierの熱弾性 ポテンシャ ル と の関係を考察す
る。 、
弾性 体が温度分布T(/,め の状態 にあ るとき,τ に よ
って生ず る弾 性体 の変 位 均 は力種式
戸ψ2μ讐)ZT…(3・26)
を満 足す るGood{erの熱弾性 ポテ ンシ ャル ψ(r,2)にょ
り次式 で表 され る。
2μUJ=gradsψ …(3.27)
ここに γは物体 の温度に対す る線膨 張係数である。
ところで,温 度分布Tが 与えられた とき,こ れを物体力
F」が与え られた もの とみなす と,Fsは
Ff-2μ 鵠)γ 孤 ・、T・ ・<3.28)
ま
LC－表 さ れ る(3・35)。 し た が って,こ のF」 を 式(1.13)の右
辺 に 代 入 す れ ば
(匹 禮)2φ・一(1鵠 繧 万 ・・ad・T(」-1・・)
7・P・一(2μ(1十り)γ1一り)(1-2り)9・ad・T(ゴー・)・ ・<3.29)
となるか ら,熱 弾性問題 の解ttjは,方 程 式(3.29)を満
足す る応が関数 φ∫に よ り式(1.14)からも求め られる こ
とにな る。
温度 分布Tの 与え られた問題に対 し形式的 に物体力問
題 の解 法を適用 した 上述 の結果は,Goodierの熱弾性 ポ
テンシ ャルに よる解 法に比べ て,は るかに不 便な形に な
ってい る。 したが って,式(3.29)で表 された応力関数 を
用 いる解法 はもっと単純 な形 に表現 できることが予測 さ
れ る。
式(3。29)の両辺にdivを ほ どこせば次式が得 られ る。
72{72d・{・φ一(2μ(1十 〃)γ1一り)(1-2り)T}一一〇 …(3・30)
熱弾性問題の応力関数 φ」は温度分布7'に対する特殊解
であるので,方 程式(3。30)の解 うちから次式を満足す
るものをとれば よい。
P・d・・di-(巴i;蒜rT…(3・31)
こ こで φiの代 りに スカラー ・ポ テン シャルAを 導入 し
て
φj=gradjA…(3.32)
とお くことにすれ ば,熱 弾性問題の解 物 は,方 程式
ぬ 一石づ 総 テ …(3・33)
を満足するAに より次式で表 され ることになる。
2jCtUi=(1-2v)gradJ72A…(3.34)
式(3.33)。(3.34)において72A==ipとおけぽ,前 述の
Goodierの公式 となる。
3.6初期値問題の応力関数
本節では,弾 性論 における初期値問題の応力関数を示
す。ここにいう初期値問題 とは,ある定まった時間t=to,
たとえぽto=0において弾性体領域全体あるいはその一
部がある変形または運動(速 度分布)の存在する状態に
おかれていたとき,そ の弾性体が ε〉向 においてどのよ
うな状態に変化するかを考察する問題をい う。
この問題は,西村(3・37)が有限円筒体の振動応力問題の
取 り扱いで行 っているように,弾 性基礎方程式からとり
あえず必要な解を取 り出して論 じた り,また 自由振動の
問題として取 り扱 う場合もあるが,一 般的には,弾性体
領域内を伝ぽする波動および境界でのその反射の問題と
して考察されるものである。このことは妹沢C3・3S)も述べ
ているように,物 理的にはむ しろ波動の問題がさきにあ
って,こ の波動の境界での反射が振動現 象 を表す とい
った方が適当であろう。すなわち,あ る時間t=toにお
いて弾性体のある部分に衝撃力が作用 した もの とす れ
ば,弾性体はそのとき,領域全体か ら抵抗力を発生す る
のではな く,衝撃力の作用 した近傍においてのみ衝撃力
に抵抗する応力が生 じ,この応力が応力波となって弾性
体領域全体に伝ぽ してゆ くのである{3'23,。
上述のような理由により,弾性論では衝撃問題と初期
値問題を区別 しないで論ずる場合も多いのであるが,こ
こでは衝撃問題は 除外 して,.初期値問題のみを考察す
る。'
時間t→十〇における弾性体の変位成分を ∫∫(1',z),弾
性体の粒子速度成分を σ∫(γ,めとする。 このとき,弾性
体の初期条件は次式で表 される。
ttili-.+・=・fJ(r・・)・8
、 …1・-r・・-g・(r,2)…(・ ・35).
ただしf。g、は彌縫 礎方程式および デ リクレの条件
(1旬
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ならびに式(3.1)の右辺 と同じ条件を満足す るものとす
る。このとき ヵ,σ∫を次式のように表すことがで きる。
鶴}一嘉 斑 ン 鞠 ζf・tllm(・r)d・
・£一・{;}Jm(・・)吻 …(3…)
初期値問題の応力関数を定義 し,それを求める。初期
値問題の応力関数 φ」(r,z,t)は,非斉次偏微分方程式
{パ(72ξ)一・・}{♂(匹喜)一♂}φ・
　　
一 一 篶 ρ(sf・+9f)・(元一1・2)・(c・2F2-s2)
　 　
'(・224しs2)a・一 一 篶 ρ(・f3+9・)…(3・37)
の特殊解 姦」(r,2,s)をsに関 して ラプラス逆 変換 した も
の と す る。 こ の φ」に よ り初 期値問題 の解UJは,式
(1、12)から求め られ る。
方程 式(3.37)は,初期 条 件式(3.35)のもとに弾性基礎
方程 式(1.1)をZに関 して ラプラス変換 し,第1章 の1.2
節 と同様 な考 察を く り返せ ば容 易に導 くことがで きる。
た だ し 万 は零 と して い る。 式(3。36)を用いて方程式
(3.37)の特殊解 φ♂を求め,そ れを ラプ ラス逆変換すれ
ば 次式が得 られ る{3・41)。
(i)初期変 位 力 の応 力関数 φJ;
　
φ・一竺 瓦∫=・β∫ン ・・嘲 ζ
・∫..響 留(… 伽 ・・カの・・
・∫..妨(η,ζ)み(・)吻 …(3.33)
(ii)初期速度9jの 応 力関数 φ∫;
を
φ、一 ρ竺Re
ル
・(
a2+の312三竺 一当29・ ・
∫ンβ∫}⌒ ・ζ
∫..αみ(α旦(
・∫..η9・(7・ζ)」m(・・)吻
『
…(3 .39)
ここに γnは式(3.4)のそれと同 じである。
3.7結 言
本章では,物 体力の働 く弾性問題の応力関数に よる解
法を提示考察 した。おもな結果を要約すると次の ように
なる。
{1}円柱座標で表 された弾性体領域において軸対称な
任意分布の動的あるいは静的物体力が存在する問題に対
し,応力関係による解法を示 した。
② ね じり力も含む任意分布の静的軸対称物体力が半
無限体領域に存在するとき,境界で表面力が零 として,
一般解法を示 した。
tl3)物体力問題の応力関数と熱応力問題の熱弾性ポテ
ンシ ャルの関係を考察 し,熱 弾性ポテ ンシ ャルは物体力
問題 の応 力関数の特別 な場 合の ものであ る こ と を赤 し
た。
(4)初期 値問題 に対 し応 力関数に よる解法を示 した。
(51計算例 と して,半 無 限体領域内のあ る円周上にね
じ り力 として働 く物体 力が存在す る問題の解(グ リー ン
関数)を 示 した。 この解 は第6章 で応用 され る。
(6}本章の結果 の応用例 は第5章 と第6章 に示 され る
が,そ れ とは別に次 の問題 もすでに考察 され てい る。(i)
ね じ り力を受け る無限厚 板問題の物体力の 分布 による解
法(3・42),⑪ね じり力 と し て 働 く物体力を受け る無 限厚
板{3'43)}6一よび この問題 の グ リーン関数C3・44),(面)貫通 しな
い 円孔面 に等分布ね じ り力を受け る半無限体問題 の近似
解{3'ts),Cli円形 あ るい は円環状剛体 スタ ンプでね じりを
受け る無 限厚板c3・45}・《3・46}および半無限体 《3・4?1,(V)軸対 称
剛体 チャ ックで2aじりを受 け る円柱`3・20,,(irD円環状 剛体
スタ ンプでね じりを受 ける円柱 お よび円板(3・2%
(7}物体力問題 の解法 を応 用 して固有ひず み問題 な ど
を取 り扱 うことも考 え られ るが《3・4S),この種 の問 題は本
論文 の対 象か ら除外 した。
第4車 軸対称集中力問題の考察
4.1緒 言
弾 性論 におけ る集 中力の概念は,あ る領 域に分布 した
物体 力の1点 への極限移行 としてKelvin(4・1,によって導
入 された。 こ うして得 られ たKelvinの解 は数学 的 な1
点に集中力が作用す ると して デ ィラヅクの デル タ関数 を
用 いた ときの結果 と一 致す るc4・2㌔また,弾 性論 におけ る
解 はいずれか の点 で発 散す るこ とが古橋(4・3)によ って示
され てい るが、考 察領域 内あ るい は考 察領域 の近傍 で発
散 す る解 は特異性 を もつ解 と呼ばれ,・特 異性を もつ解 に
集中力 と しての解 釈を与え るこ ともな され て い る砲 ㌔
以上の よ うに弾性論 におけ る集中力 の概 念 はい くつか の
意味を もってお り,Sternbergc4・5)'"(4・7)らは このあい まい
性を特異性 のオ ーダーの見地 か ら考察 して いる。
弾性体領域 内の1点 に集中 力の働 く問題 の解 は,前 章
の3.1節で も述 べた よ う1・c,近年 いろい ろ と応 用 され て
きてい る《4・8)-c4・1t,。それ らの研究 で1)1、無 限体内の1点
に単一集 中力が働 くときのKelvinの解,半 無 限体表 面
の1点 に お い て 表面 に垂 直に単 一集中力 が働 くときの
Boussinesqの解,表 面 において表 面に平行 な単 一集 中力
が働 くときのCerrutiの解,・半無限体領域 内の1点 にお
いて表 面に垂 直あ るいは平行 に単一集中力 が働 くときの
Mindlhnの解 がお もに適 用 されてい るが,流 体 力学 にお
ける吹 き出 しな どに相 当す る解 も弾性論 に存在 す ること
が知 られて%'り".12》・c4・13},上述の'Mindlihの解 は《4・t4},
(165)
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これらの解を重ね合わせて得られた ものである。
'本章では,任意形状あるいは任意の境界条件をもつ三
次元弾性体を無限体か ら切 り出すことを可能にするため
の第1歩 として,第1章 の1.3節に示された静的弾性問
題の応力関数から特異性をもつ応力関数を求め,集 中力
としての意味 とそ{力応用性について考察する。応力関数
によって弾性問題を考察するとき,応力関数を変数分離
した形で表すことが多いが,それ とは別に,応力関数を多
項式の形 で表す方法もあ り,この力法を適用 したものに
TimpeのFl板の曲げ問題の研究c4・16},その他〔4・4}がある。
本章では応力関数を多項式の形 で表す方法を採用する。
4.2特異性をもつ応力関数
考察領域内で特異性をもつ解 を求めるには,そ れに対
応する応力関数を求めればよい。 それ に は,(1)方程式
(1.13)の物体力Fdに 集中力を与え,そ の特殊解として
応力関数を求める方法 と,ω 物体力 隅 は零 とおき,方
程式
(・・一 ÷ 一)1φ・一 ・・(ゴ≒ ・2)・ ・4φ・一 ・ …(・・1)
から特異性を もつ応力関数を求める方法が考え られる。
q)の方法 は第3章 で示された解法を用いれば よいが,既
知の積分公式は限られているためC4・1?),数値積分を必要
とする場合が多いようである。そ こで本章では上述ωの
方法を採用する。この考察方法はLoveの応力関数Xす
なわ ち φ3に対 しては す でに適用 されてい るので《4・4,,
ここでは φiを考察 す る。
方程 式(4.1)の第1式 におい て ∫=-1とし,い ま
(匹..Lγ=)φ1-・(r・・)…(…)
　
乞おけば次式が得られる。
(ク2--Lr)・=・ …(…)
よってまずは じめle方程 式(4.3)からφを求め,そ れを
方程式(4.2)に代入 して φ1を求 める。球座標(R,θ,α)を
導 入 して`
-IC…r・+。・,C。Sα=2/R,sinα=r/R,θ=θ
…(4.4)
の関係を用 いれば,式(4、3)を次式 の よ うに変 形 できる。
G農+昔 ☆+c砦 ☆
+☆ 一蓋 －R,s{。,α)φ一・・ …(4・・)
方 程 式(4.5)に変 数 分 離 法 を 適 用 す れ ぽ 次 式 が 得 ら れ る 。
φ=Rnr(a),お よ び φFR-Cn+1)r(α)…(4.6)
こ こ}こ
F=CiPnl(x)十c2Qnl(x)…(4.7)
で あ る。 た だ しX=COSα,Cl.とC2は 任 意 定 数,、ぼ1(X'),
Q。1(x)は第1種 お よび第2種 ル ジャン ドル陪 関数を,ま
たn=0,1,2馴…を表 す。
以上 の結果 を用 いれば,考 察領域 内(座 標原点 近傍)
で特 異性を もつ応 力関数 φ1と して次式を導 くこ とがで
す る偏8)1〔i`19)。 、 ・
ロ
φ1=Σ.(iPli十di2i十ψ3t十4].1t)
t=o
、+ψ5+ψ6+ψ τ+ψ8+ψ9
ここに ψは次式 を表す。
ψ・・-C・畜 の ψ・一・・芸1・g・
&・i-c・・畜(㌃)ψ ・一一書 芸
ψ・・-c・1一昔(毒)ψ ・-c・・1・g芸
ψ・・一⊇(三)ψ ・一・・琴
ψ・r・{誓1・9』≒+一 字 一…}
ただ しcは 任意定数 である。
4.3特 異性 を もつ解
…(4 .8)
…(4 .9)
弾性 問題解法 の基 本原 理の一つ は解 の重 ね合わせ にあ
る とい え る。9特異性 を もつ解を分布 させ て境界 条件を 満
足 させ る,い わ ゆる特異点配置法(4・9,・(4・10〕t:.もってゆ く
準 備 と して,前 節 の式(4.8)に示 された特異 性を もつ応
力関係を考察 し,集 中力 と しての意味を明 らかにす る。
これ らの解 を境 界値問題 に応用 す るときには,特 異性を
もつ領域 を切 り取 って考 える ことに なる。
(1〕吹 き出 し力 式(4.8)の応力関数gb!tにお い て
i=0とし,式(1.14)に代入すれぽ次式 が得 られ る。
2K・t1-Cl・毒 ・1・・一 ・・2μ ・・-Cl・毒'"(4・10)
これは球か(窩)に 等分布内圧を受ける無限体問題の
解 としてすでに知 られているものである。この解は座標
原点で0(R-2)のオーダーの特異性をもち,,座標原点に
三次元放射状の物体力が働いているときの変位と解釈で
きる。そ して流体力学における吹き出 しの解に相当する
ので,こ の解を弾性論における吹き出しカの解と呼ぶ こ
とにす る。
② 半径(め方向放射状力 式(4.8)の応力関数 ψ2εに
おいてi=0とすれぽ次式の変位が得られ る。
・1!t・1=C・・毒(如 一 一劃 … 一 ・
・μ ・一 … 毒(3r22-R2) ..…(・ ・11)
これは図4.1に示す ような半径(r)方向放射状力が座
標原点に作用 した無限体問題の解を表 している賠 。㌔
(3)二重力 前述の二pの 応力関数 ψ10とψ20を重ね
(玉6の
軸対称弾性問題の応力関数による解法に関する研究
ぷzラ茶
θ
図4.1半 径方向放射状力
合わせ,その任意定数の値をClo=2(1-2のε 0にとれぽ,
大 きさが等 しく向きが反対の二つの単一集中力いわゆる
二重力が座標原点において2軸方向に作用 したときの無
限体問題の解が得られる。
〔4}二重吹 き出 し力 式(4.8)の応力関数 ψ、iにおい
こi=1と すれぽ次式の変位が得 られる。
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これ は流体力学 に お け る 二重吹 き出 しに相 当す る解
でJ座 標原点 において0(R-3)のオ ーダーの特異性 を も
ってい る。 このこ とに関 しては次第 で述べ る。
㈲ 有限直線 上に物体力 が等分布す る問題 の解 式
(4.8)の応力関数 ψ艇 に おいてi=1と し,そ れ}こψ7,ψ8
を 重ね合わ せれば,次 式の変位 が得 られ る《4・21}。te2=0、
・勘 一雑 書 ÷(嵜 一2惑
・μ… 袈i弓筈(11RlＬR2)・ …(・13)
これ は2軸 上z=一 力 か らz=十hま で長 さ2hに わ
た 〔て吹 き出 し力が 等分布す る無限体問題 の解 を表 して
㍉・る。 ただ しR、,R2は 次式 を表 す。
R、2=r2+(2一め2,1～22=r君+(z+h)2
同様に して.長 さ2hlこわた って図4.1の半 径(r)方向
放 射状力 が等分布す る ときの変 位 と して 次式 を導 くこと
がで きる{4・211。晦=0,
・幽 「6。書_){2(≒2り)(力走2+h云≒)
+・(欝+窟 一)ト
・μ・「6。吾一"ブ{11・(　R2、Rl)一鶴 一翻
…(4.14)'
この式 は式(4.8)の応 力関数 ψ了と ψ3か ら求め られ
る。
式(4.13)と(4.14)から次の こ とがわか る《4・211。「吹 き
出し力の有限直線上の等分布」=「半径(r)方向放射状力
の有限直線上の等分布」十「有限直線の緯錦における2個
の単一集中力」。
{6}同様にして特異性を もつ多くの解を導 くことがで
きるが(4・!S)・{4・19,,ここでは省略する。
4.4荷重点の特異性のオーダーの物理的意味
本章の4,2節で特異性をもつ無限個の応力関数したが
って無限個の特異性をもつ解が示され,そ して3.4節で
は,∫=0,1の場合について,い くつかその物理的意味を
述べた。ここでは残 る無限個の特異性を もつ解に関する
物理的意味を考察する。 べ
弾性体の1点 に集中力が働 くとき,半径(iう方向放射
状力や吹 き出し力のようにその荷重自身はつ り合い状態
にある場合には,そ れに よって生 じた変位は荷重点で,
Rを荷重点からの距離 とする と き,0(R-2)のナーグー
の特異性をもち,そ してKelvinの単一中力のようにそ
の荷重白身はつ り合い状態に な い場合に は,荷 重点で
0(R-i)のナーダーの特異性をもつことがStennberg(4・5)N
《4・7ハらによって示 されている。 しか し,そ の他のオーグ
ーの特異性をもつ解に対 しては,そ れが物理的に何を表
すのか明らかではないようである。
ところで4.2節の特異性をもつ応力関係を見ると,4.3
節で考察 したi=oあ るいはi=1の ときの応力関数を
zに関して次々と微分 した形になっている。したがって,
4.3節で考察された特異性をもつ解を2に 関 して次々と
微分するこ とに よ り特異性をもつ無限個の解が得 られ
る。そしてそれらの解の特異性のオーダーは,微分す る
たび1こ大きくなってゆく。たとえば,0(R-2)のオーダ
ーの特異性をもつ吹き日1し力の解に対 して,こ れを2で
1回微分すると
÷(吹 き出し力の解)一二重吹き出・力の解
となって,0(R-3)のオ ーダP・-tの特異性 を もつ二 重吹
き出 し力 の解 が得 られ る。以上の ことは,物 理的に は次
の ことを表 してい る。 男軸 上 之=十力 に吹 き出 し力 を,
彦=一力 に吸い込 み 力(マ イナスの吹 き出 し力)を 置 き,
これ らの解を重ね合 わせてh-》0の 極 限を とる と二 重吹
き出 し力の解が得 られ る。
上述 の議論 は,吹 き出 し力以外 の解 に対 して も同様に
行 うこ とが でき る。 す なわ ちi=ir+1の ときの解 は,
i=i'のときの 解 の 座 標 原 点をz軸 上 において2=+h
お よびz=・-ltに移動 させ,こ の二つ の解 を重ね合わせ
てh→0.の 極限を とった ときの解 にな ってい る。以上 の
こ ことか ら,Sternbergらの述 べた結果 を拡張す る こ と
が で きて,0(R"i)と0(R"2)以外 の特異 性を もつ解 を
説 明で きることがわ か る。 ⇔
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4.5結 言
本章のおもな結果を要約すると次のようになる。
U)特 異性をもつ無限個の応力関数,し たがって,特
異性をもつ無限個の解を示 し,集中力としての意味を考
察 した。
② 荷重点での特異性のオーダ 一ーが0(R'1)および0
(R『2)以外の解(変 位)の 物理的意味はこれ まではっき
りしていなか ったが,そ れらの解に説明を与えることの
できる道を開いた。
{3}有限直線上に吹 き出し力および半径(r)方向放射
状力が等分布する問題の解を示 し,Kelvinの解 との関係
も述べた。
第5章 応力関数による解法の応用(解 析的方法)
5.1緒 言
これまでの章では軸対称弾{生問題を応力関数によって
解決する方法を提示考察することに重点をおいて述べて
きたが,本 章 と次章で}‡ノ これまでの章の結果を応用 し
の
て,具 体的な形を もつ弾性体の問題を い くつ か取 り扱
う。そのため,本 章では解析的方法を,次 章では数値解
法を用いる。
、本章では,(i)第2章の結果を応用 して 「有限厚肉円筒
が内圧を受けてテーパ状に押 し広げられ る問題」,ω第
4章の結果を応用 して 「2本の剛体テーパ棒の差 し込み
を受け る 中空厚肉球の問題」,㊥第3章 の結果を応用 し
て 「半球 ピットにね じりを受ける無限厚板の問題」を考
察する。上記⑩の問題に対 しては,特異性をもつね じり
物体力を無限偉績域内にとられた直線上に等間隔に無限
個分布 させ,荷 重(物 体力)の 対称性に注 目して無限厚
`4
板領域 を切 り出す とい う方法 を採用 す る。 この方法 はさ
らに…般化 されて,ね じり力 を受 け る無 限厚板問題{5・4)
お よびね じ り物体力を受け る無限厚 板問題の グ リー ン関
数を求め る問 題に も応用 され てい る《5・4)。
5.2内 圧 でテーパ状 に押 し広げ られ る有限厚肉円筒
内半径 τ・・外 半径 … 高 さゐの有限厚肉円筒 が ・軸方
向(円 筒 軸方向)に 変化 す る内圧を受けて,そ の円筒内
壁(r=rl)がテ・一・・9状に変形 した もの とす る。 この とき
円筒 の半径方 向変位Ut(r,2)は,r=r1におい て
川 〔=・ ・tanα+β …(5.1)
の値 を とる ことに なる。 ここに2α は テーパ角,β は円
筒内壁 の2方 向に変化 しない変位 である。
この問 題の解は,変 位 の境界条件式(5,1)に加 えて,
次式 め応 力の境界条件 も満足 しなけれ ばな らな い。
σ.1,。.,=0,σ、L。.。=0,
τnF"t;rt==O,τrtlt=o;ri=0.:'‥・(5.2)、
したが って木問題は,境 界条件式(5.1)と(5.2)を満足す
る応力関数を見つける問題になる。この目的のため,第
2章で示 された式(2.5),(2.8)の応力関数から次式の形
のものを採用する。
φF」ピ+丁{一 ♀ ・・+・α1・9・}
+÷(c・・'+c・r"i)+争♂
ロを
φ・一 丁{G(1・gr-1)+Cs}・''"(5・3)
ここにCは 任意定数で,式(2.3)から得られる変位およ
び応力が境界条件式(5.1),(5.2)を満足するように定め
られば次のようになる。
G-2μ(1-;tan碗,C・-2μ('云")鱈
・c
3一嵩2μ 整,c・-2μ 〃芸 αη ・
c,一－CT－書 μ当 準 α 一2μ許
C8一書 μ芸1・9・'・+(1-v)μD),Le7Z・'1・・<5.・)
ただ しD=(1-v)ri2十(1十v)r22である。
以 上の結果に よ り,内 圧 を受け てテーパ状 に押 し広げ
られた有 限厚肉円筒 の変 位は次式 のよ うに表 され る《5・t,。
・t1=-llS-{(1-")r2+(・+・)r・2}÷(・一+β)・
・ 3-一芳 〔P号L(r2一 の+v・2
+(1+・)r221・g÷}・・nα+2・β・〕・ …(5・・)
5.3剛体テーパ棒の差 し込みを受ける中空厚肉球
本節では第4章 に示された特異性をもつ応力関数を応
用 して,図5.1に示すように,2本 の剛体テーパ棒の差
し込みを受ける中空厚肉球の変位 と応力を求める。その
ため,式(4.8)に示された応力関数から ψgを採用する。
この応力関数から変位 と応力を求めると次式のタ うにな
る{5・7)。
・t・tUt=c・9t…晦一一3・1・g砦 ・
6226Rσ・=-Cg扉 ・σθ=εワ 「
66zσ2==-Cg'iT'τγ2=Cgコ万
－
u2=τre=τge=O'・ ・(5.6)
この解 は 之軸上 に特異 性を もっているので,特 異性 を
もってい る2軸 まわ りの テーパ領域 を切 り取 る。そ のた
め,式(5.6)を球座標(R,0,α)に変換す る。 しか して次
式 を得 る。
・・,,1・一・ 9(・一… α1・9}圭1器)
・・… 一・c・(・…+… α1・9}蓋`
、)
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図5.1剛 体テーパ俸の差し込みを受ける中空球
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図5.2応 力 σ.1.=oの分 布
ttθ=O,σn==τRα=τRθ=τaθ=0
・・一 一 ・・一 ・c・R
,蓋,α …9・.・)
式(5.7)は図5.1に示 した剛体テーパ棒の差 し込みを受
ける中空厚肉球の境界条件 .'
α==β;tta=COnst.,
1～=a,b;On=τRα==zrRe==O・<5.8)
を満足す る。 ここに2β はテ ーパ角,a,bは 厚肉球の 内
半径 と外半 径であ る。
図5.2は球 の2=Oの 面の応力 σ、の分布を図示 した も
ので,球 の厚 さが厚 くな る程 すなわちa/b→0の とき,
σ,の分布 の不均一 さは大 きくな って い る。 図中の点線
は表 面に対 向集 中力 を受 け る中実球問題に対す るStern・
bergらt5・2)の結果で ある。 なお,笠 野 らc5・3}は対向集 中
荷重を受け る中空球 を解 析 してい るが,そ の 結 果 と図
5.2の実線 はきわ めて よく似 た応力分布に なってい る。
5.3半 球 ピッ トにね じ りを受ける無限厚板
表 面に半径Rlお よびR2の2個 の半球 ピ ットを もつ
無限厚板 に図5.3のように円柱 座標(r,θ,2)と球座 標(R,
θ,ψ)をと り,そ の半 球 ピ ッ ト面(R=R,お よびR==R2)
に 窯軸 まわ りの軸対称ね じ り力T、(ψ)およびT,(ψ)が
作用す るもの とす る。 この問題 の境 界条件 は次式の よ う
に表 され る。
2=±方;σe==τrt=τεθ 0,
R=R1;τ。e=T・(ψ),σB=τ・e=0,
R==R2;τRa=T2(ψ),σR=τRψ=0…(5.9)
この境 界条件を満足す る解 を求 めるため,図5,4に 示
す ように,無 限体領域 内の 之軸 上において,大 きさが み
お よびf2の 集中ね じり力(特 異性を もつ ね じり物体力)
を交互にそれぞれ等距離2b隔 てて無限個配置す る。す
る とこの とき,図5.4のAAi面(0≦r<co,2=十b),
BB'面(0≦1-<。。,2==一の な どは作用す るね じり物体 力
に対 して対称面 となるか ら,荷 重点を除いて応力 は零 と
な る。 したが って,図5.4の 無 限体領域 か らAA'面 と
BB'面で囲 まれた厚 さ2bの 無限厚板 領域(0≦r〈oo,
121≦の を仮想 的に切 り出せば,こ の領域 は境界 条件 式
(5.9)のx==±bの面の条件 を荷重点を除 い て 満足 す
る(5・4)。よって次 に,こ の無限厚板か ら荷重 点(r=0,2=
+め お よび(r=0,2=一の まわ りに半径R=R、 お よび
R・=R2の半球領域 を切 り取れ ば,図5.3に 示 した2個 の
Z
図5.3半 球 ピヅ臼こねじり力を受ける無限厚板
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図5.4特 異性を もつね じり物体力の直線上の分布
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半球 ピットをもつ無限厚板が得られる。
上述の解法の手順}こ従.L・,境界条件式(5.9)を満足す
る無限厚板の変位 と応ヵを求める。図5.4のように配置
した無限個の集中ね じり力(特異性をもつね じり物体力)t]
を次式のように表す。
F2=
芸 ・(・),
竃 一δ(・),
0
Fl=F3=0
こ こV=δ(r)はデ1ラ ックの デルタ関 数,21=1,2、3,…で
あ る。
ところで,Fl=現=0,F2=F2(r,z)のときに は,第3
章 で示 された物 体力問題 の応力関数の式(3.12)から,次
∂～公式を導 くことが できる。
㌧μ… ÷r∫..留主{劉 ∂・dP・
Ul=N3==0…(5.11)
こ こ に
鞠)一眠 四 ωぱ}品
.,…(5.12)
た だ し中か っ こ内はそれ ぞれ対 応 させ るもの とす る。 Ω
は物体力 の存 在領域を表す。
式(5.io)のF2を式(5.12)に代入 してP'2を求め,整
理 すれ ぽ次 式が得 られ る。
・F・一{÷ ・亙 〔(1+・)…(2n-1)βb{;}
+(-1)n+1(1-・)…(2n-1)βb{1}〕…(5・13)
ここに η=f,/f,であ る。 また無限 積分の計算 は文献 《5・S}
を用 いた。式(5、13)を式(5.ll)に代 入す れぽ次 式が得 ら
れ る。 ・
iミ1工 当1ご ㍑1匡)(
(2>0では2=(4月一1)bのとき2〈0では2=一(471--3)bのとき)
121キ(4〃-1)b,(4n-3)b
…(5.10)
・μ晦一{;潟{(1+・)GC毒)
+(-1×1-・)(☆一歩)}・
t`1=u3=0…(5.14)
こ こ にDは 次 式 を 表 す 。
Di2=r2十{(2n-1)b十2}2。1)22==r2十{(2n-1)b-2}2
式(5.14)の変 位 か ら応 力 式 を 求 め る と 次 の よ う に な る 。
・re-一霊 璃{(1・・)(s.一+毒)
+(-1×1-・)(吉一・毒)}・
烏・一一霊 ・急 〔(・+・)
・{エ2〃1諸と上 一迦 芸1蔓ユ}
+(-1)n(1-・){エ2"芸粋
+旦 蓋b-2}〕
σr=σe=σ。・・τ.==O..…(5.15)
これ らの式は境 界条件式(5.9)を満足 す る解,す なわ
ち2個 の半 球 ピッ トに任 意 の大 きさで同 じ向 き の ね じ
り力を受 け る無 限厚 板 の変位 と応力を表 し:てい る。 式
(5.14),(5.15)におい て ηの代 りに 一η とおけぽ,2個
の半球 ピ ットに任 意の大 きさで逆 向 きのね じ り力を受け
る場合 の解 に なる。 また,η=1.0と おけば,1個 の半球
ピッ トを もち厚 さ δの無限厚 板 の 場 合 の 解 が得 られ,
ij==-1.0とお くと1個 の半球 ピ ッ トを もち他面が剛 体に
接着 されて いる厚 さbの 無限厚 板の場 合 の解 が得 られ る
{5・s},c5・6}
む
こ こに示 され た解 は半球 ピッ トil(R=R,,R=R2)に
働 くね じ り力め 分布T1(ψ),T2(ψ)を任意 に とるこ とは
で きず,ほ ぼ%IE弦波 の分布 であ る6Ts(ψ)O'分布は次
(170)
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式から求められる。
7■1(ψ)=τRelR=R・=τresinψ一丁・eco ψ…(5.16)
ただ し τ,oとτ、eは,式(5、15)においてrとzの 代 りに
r=Rlsinψ,2==b-RlcosCb
とおいた ものである。また,式(5.15)から明らかなよう
に,半 球 ピット面の 砺,τ吋 は零となる。半球 ピット面
に働 くね じり力の分布が%正 弦波で近似できない場合に
は,次章で述べるような方法を採用 しなけれぽならない。
以上に述べたと同様にして,z軸 上に,そ れぞれ長さ
21tの特異性をもつね じり物体力を等間隔へだてて無限
個配置すれぽ,貫 通 しない円孔面にね じり力を受ける無
限厚板問題の一つの近似的な解を求めることができる。
5.4結 言
本章では,こ れまでの章の結果を応用 して,具 体的な
形を もつ弾性体の問題をい くつか考察 した。すなわち,
第2章 に示 された応力関数を応用 しで 「有限厚肉円筒が
内圧を受けてテーパ状に押 し広げられ る問題⊥ 第4章
で示 された特異性を もつ応力関数を応用 して 「2本の剛
体テーパ棒の差 し込み を 受ける中空厚肉球問題」,第3
章で示された物体力問題の応力関数を応用 して 「半球 ピ
ヅトにね じり力を受ける無限厚板問題」を解析的に考察
した。
なお,本章の5、3節で述べた考え方はさらに一般化さ
れて,表 面に任意分布のね じり力を受ける無限厚板問題
お よびね じり物体力を受ける無限厚板問題のグ リ・一ン関
数を求める問題にも応用されている《5・4)。
第6章 応力関数による解法の応用(数 値解法)
6.1緒 言
弾性問題を解析的方法のみで解 くには現在のところ限
界があるため,近 年,弾性問題の数値解法がい くつか提
案 されてきている《6・1)-ce・12)。それは既知の解析解(た と
えぽ単一集中力問題の解)と 電子計算機を組み合わせた
もので,工学上 とりあえず必要な解を求めるためにはか
な りの役割を果たしてお り,また今後の発展が望まれて
いる。そこで用いられる手法の基本原理は,弾性体の境
界をいくつかに分割 し,分割された境界上にそれぞれ と
られた有限個の点などで境界条件を満たす ように既知の
解析解を重ね合わせることである。 したがって数値解法
とい っても,計算に用いられる解の式は弾性基礎方程式
を完全に満足 している。境界上のすべての点ではなく,
選ばれた有限個の点でのみ境界条件を満たすとい うこと
が近似解である。
これまでに報告されている数値解法は,既知の解析解
として,お もに単一集中力問題の解たとえばKelvin,
Mindlin,CerrutilBoussinesqの解を応用している。とこ
ろで実際には,物 体の境界が円柱座標で表 される問題も
多 く,この種の問題の数値解法では,Kermandis{6・1i}も
述べているように,単 一集中力 よりもむ しろある円周上
に外力の働 く問題の解を採用 した方が便利である(6・t2)。
また,既 知の解析解として,表 面力問題の解を利用する
方法{6・1}"'`6・9}と物体力問題の解を用 い る方法(6・te}'"{6・12》
の二つの考え方の流れがある。本章では物体力を分布さ
せる方法を採用する。
第3章 で,あ る円周上にね じり物体力を受ける半無限
体問題の解(グ リーン関数)を 示 したが,こ の解は,ね
じり問題の数値解法において本質的な役割を果たす。そ
の具体的な応用例 として,次 の6.2節で,貫 通 しない円
孔の任意の深さに差 し込まれた剛体丸棒にね じりを受け
る半無限体問題の数値解法を示す。この問題の解法はそ
の特別な場合として,円 孔の底まで剛体丸棒が完全に差
し込 まれたときにLucot6・13)が取 り扱ってい る問題にも
適用できるので,こ のときに,Lucoの示 した積分方程
式による結果 と本章の数値解法 に よ る結果の比較を行
う。
6.3節では,軸 対称物体力を受ける無限円柱問題のグ
リーン関数を導 く。これは6、4節での考察すなわち環状
みぞをもつ丸鞘の応力集中問題の数値解法を構成するた
めの準備である。 このグリーン関数は,円 柱領域内のあ
る2個 の円周上に㈲半径方向に働 く物体力(同じ向き),
(ti)ねじり力 として働く物体力(逆向き),⑥2軸方向に働
く物体力(逆向き)が存在し,円柱の表面で表面力が零で
ある問題の解である。物体力を受ける円柱問題はこれま
であま り取 り扱われていないようであるh:,Conway{6・t4)
は軸方向の単一集中力を受ける無限円柱の問題を考察 し
ている。
6.4節では,'6.3節の結果を応用 して,上 述の環状み
ぞをもつ丸軸の応力集中問題の数値解法を示す。すなわ
ち,み ぞのないときの丸鞘表面の境界条件を満足する物
体力問題の解(グリ'一ン関数)を重ね合わせ(一次結合),
みぞ部の境界条件を満たすようにその物体力の大きさを
定める。
本章で述べる解法では,物 体力を有限個の点(円 周)
に分布させている。ところで,点 ではなく連続的に物体
力を分布 させると連立積分方程式を解 くことに問題は帰
着するから,そ の解を求めることができれぽ,問 題は完
全に解けることになる。 しか し現在のところ,そ れを解,
くことは困難である。以下に述べられ る数値解法は,こ
の連立積分方程式を連立一次方程式に変換 した三つの近 ・
似輪 と考えるFと もできる・翠 学的iこ{ま連 立齢 方
程式を解 く問題が先にあって,そ の一つの近似解法と し
て,有 限個の点に物体力を分布させた ときの解法がある'
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といえ るか も知れ ない。
6.2非 貫通円孔に差 し込 まれた剛体丸棒 でね じりを
受ける半無限体
6.2.1解法 と境界条件
剛体丸 棒を差 し込 ま1れた半 無限体領域*に円柱座標 を
図6,1のよ うに とる。 円孔 の半径をc,深 さをbと し,
この円孔の深2・h(0<h≦b)まで円孔 と同径 の剛 体丸棒
が挿入 され,そ の接触面(r=・c,0≦z≦の は完全 に接着 さ
れ ているもの とす る。 この剛体St棒h:2軸まわ りに角 度
αだ けね じられ る とき,半 無限 体領域 の境界 条件 は次 の
よ うになる。.
z=0,c≦× 。。;σ,=τT9=τ、e=0,
z=b,0≦r≦c;σ、=τ,。=τ、θ=0,
γ=c,0≦x≦ゐ;u2ニαc,
r=c,h<z≦b;σ,=Tre=τr、=0…(6.1)
この問題は混合境界値問題で あるため,解 析的方法 だ
けで解 くことはか な り困難 である。h=bの とき,すなわ
ち剛体丸棒が 円孔底 まで完全 に挿入 された場合に対 して
はLUCO(6・13}h9問題を連立積分方程式 に帰着 させ,そ の
数 値解を求 めている。 こ こでは第3章 の式(3.25)に示 さ
れたね じり物体力を受け る半無限体問題の グ リーン関数
を応用 して,本 節の問題 の一つの数値解法を提案す る。
半径rlの 円周」二に図3。2のよ うなね じり力が図3.1の
ように半無限体領域 内の2=正 に働 くとき,そ れ に よる
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図6.1剛 体丸棒でねじりを受ける半無限体
*複雑な形をした実在の物体の問題は境界条件数が多 く
て現在の段階では取 り扱 うことが困難であるから,やむ
を得ず物体の荷重点近傍などを局所的にとらえ,観 察点
近傍の応力状態などを知るための仮定としての半無限体
モデルといえる。しかし多 くの場合,荷重方法の影響は
荷重点近働 こ限られ,荷 重点か ら離れるに従って急速に
等分布応力状態に近づ くので,こ うして得られた解 も意
味をもつ。・
変位u?tは,式(3.25)においてh=lltとすれ ば得 られて
次 の ようにな る。
・…1-,
。,5譲 鋤(Xl),Ul=U3=O…(6.2)
これから零でない応力は次のようになる。
…』,嘉石 亀z+きi禦
・伝Qi12(Xk)-Q-lt2(x是)},
Tr・i・一,㍊ 誌 〔・Q1・ω
+▲(r工 凌－
rl){碗・(鎌)一』(臨)}〕
…(6 .3)
ただ し 鍛 は次式を表す。
_r2+ri2+{2+(-1)琉}2
工』一
2rri
この解 は,境 界条件式(6.1)のz==O,o≦γ<coの面の
条件を常 に満 足 してい る。 したが って,上 述 のね じり物
体力を円孔面 近傍に有 限個分布 させ たときの変位 と応 力
は.式(6.2),(6.3)の重ね合わせ(一 次結合)に よって
得 られ,そ れ も また境界 条件式(6.1)の第1式 を満足 し
てい る。そ こで,境 界条件式(6.1)の第2式 以下を満足
す る よう1・こ日孔 の内部 にね じ り物 体力を分布 させ,円 孔
部分 を半 無限 体か ら切 り取 って考えれば,木 問題 の解が
得 られる(6・15,・(6・16㌧
図6.2は半 無限体領 域か ら非 貫通円孔部分を切 り取 っ
た ときの状態 を表 す。図の円孔 内部 に二点鎖線 で示 され
てい る円筒面 とその底面に図3.1と図3.2に説 明 されてい
るね じり物体力をそれぞれN,」M個 配置 し,円 筒面(r==
A,O≦z≦H)上のN個 のね じり物体 力の任意 の1個 の座
標を(r=A,z=hn),(0≦hn≦H。21=1,2,3,…N)で,
また 円筒底面(z=H,0≦r≦A)上のA4ndのね じり物体力
の任意 の1個 の座標を(r=am,z=H),(0<am<A,m==
1,2,3,…,M)で表す。 この とき,半 無限体領域 の任意 の
、
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図6.2非 貫通円孔をもつ半無限体
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点1(r,2)の変 位'`2乏 応 力 τ,e,τ、eは式(6.2)あ る い は 式
(6.3)を重 ね 合 わ せ た 形 で 次 式 の よ うに 表 され る 。
u2=Σ ξnU2t(r=r,z=z,rl=A,hl=hn)nFl
+Σ]ζ 咋～`2'(r==r,z==z,f'1==am,ノil二=H),n=」
ガ
τ,e=Σ ξ。τ,et(r=r,2=z,ri=A,hi=ん)n=i
ガ
+Σ ζ鷹τ.〆(r=r,2=z,rl=am,hi=ll),m=1
τ、e=:Σ ξ。τノ(r=・r,z=z,rl=A,hi=h。)n=1
べ
+Σ]ζmτ,et(r=r,2==z,ri=am,h・=:H)
m=1
…(6 .4)
こ こには ξ。,ζ.配置 された物体力 の大 きさで,式(6.4)
が境 界条件式(6.1)を満足す るよ うに定 める。 前 述の よ
うに,式(6.4)はξ。,ζ.の値にかかわ らず式(6.1)の第
1式の境 界条件を満 足 してい る。 式(6.1)の第2式 か ら,
0≦rf〈c,z=占におい て式(6.4)のτ.θ=0とい う関 係が
得 られ る。 また式(6.1)の第3,4式 か ら,"==c,0≦2i
≦Hに おいて(DO≦2i≦12のとき式(6.4)のit2=αc,(il)
h≦?iくbのとき式(6.4)のτ,e=Oとい う関係 が得 られ
る。
ここでは円孔境界のすべ ての点 ではな く,有 限個の円
周上で境 界条件を満足 させ・る。 し か し物体力 の配 置数
(N十M)の増 加につれて,実 用上,十 分な精度 で境 界条
件を満たす結果が得 られ るよ うであるc6・17)・{6・1s㌔この こ
とについては後 で触れ る。
式(6.4)は合計(N+M)個 の任意定数 ξ。,ζmをもって
い るか ら,境 界 条件を満足 させ る点(円 周)と して,円
孔面 とその底 面に合計(N+M)個 の点(円 周),(r=c,
2・=Zt,i=1,2,3,…,∫お よびx=b,r=r∫,」=1,2,3,…J,
1十J・=N+M)をとるこ とが で きる。す なわ ち,式(6.4)
か ら ξ。,ξ.を未知係数 とす る(N十 ルf)元の連 立一 次方
程式 を構成 し,そ れ を解 いて物体力の大 きさ ξ。,ζ吼を定
め れば,式(6.4)から任意 の点の変 位 と応力が求め られ
る。
ところで上述の解 法では,物 体力を有限個の点(円周)
に配置 したが,こ の配置数を無限個 とした場合す なわ ち
点ではな く連続的に物体力を分布 させた場合 には,そ れ
に よる変位 と応力は
{…ト∬ξω{○}㌧_
鞭)翻㍍ _
…(6 .5)
で表 され る。 したが って,式(6.5)に境界条件式(6.1)を
適用 して連立積分方程式を構成 し,そ れを解いて未知関
数 ξ(hs)とζ(rl)が求め られれば,式(6.5)から任意 の点
の変位 と応力が得 られ る。 しか し現在の ところ ξ(h,),
ζ(r1)を求め ることは困難 である。 それ で,そ の一 つの
近似解法 として,前 述 の連 立一次方程 式に よる解法 が意
味を もつ。換言すれ ぽ,式(6.4)は式(6。5)の特別 な場 合
の もので ある。
6.2.2数値計算例
前項 で述べ た連立一 次方程 式に よる解法 に よ り,C/b=
0.5の円孔 に剛体丸棒がh/5=1.0の深 さに差 し込 まれた
場合(Lucoの 問題)に 対 し数 値計算を実行 し た《6'15)。
N=51,M=49とし,A/c=H/b=0.96の面にh1と して
51個,rlとして49個の点(円 周)を とり,簡 単 のため,
す べて等 間隔に物体力を配置 した。 また,境 界 条件を満
足 させ るた めに選 ぶ(N+M)個 の円孔境界面上 の点(Z=
b,r=r」お よびr=c,2=Ztの円周)η,2tet,それ ぞれ
r、,h,と同 じ値を採用 した。 結果 の一 部を図示す オiぽ図
6.3のよ うに なる。 この図 は,円 孔面 と剛体丸 棒の接 着
面 の接着応力を表 してお り,比 較のため,Lucoの 結果
(実線)と本節 の結果(丸 印)が ともに記 入されてい る。
両者は よく一致 して いる とい え る。.
6.2.3解◎収束性
図6.4と図6.5は物 体力の配 置数 と解 の収束 性の関 係を
検討す るた め,c/b=O.5の円孔 に対 し,h/b=0.5,A/b
=H/b==O.9のとき,N=M==9,18,27および36と した
ときの結果 を比 較 した ものであ る◎図6.4は円孔面 と剛
体丸棒 の接 着面(r/c=1.0)の変位tt2の収束 性を示 した
もので,物 体力の配 置致す なわ ちN,Mの 増加 につれ て
結果 は明 らかに真の解1.0に近 づいてい る。 図6.5は円孔
の境 界面か ら物 体の領域 内に ご くわずかに入 った点(r/c
=1.02と1.05)での解 の収束性 と物 体力の配置数(tV,M)
の関係を図示 した ものである。
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図6.5解 の 収 束 性(物 体 内 表 面 近 傍)
境界面に非常に近い点@ん=1、02の場合)では境界上
の荷重の不連続点近傍での解の振動の影響が少し残 って
いるが,境 界から遠ざかるにつれてその影響は減少 して
お り,物体の内部では(r/c=1.05の場合),物体力の配
置教にほとんど関係なく・ あ る 一つ の値に収束 してい
　
る。荷重の不連続点近傍では,解 は特異性をもつことが
多いため,こ のような点の近 くでは,物 体力の配置数を
多 くとらないと解は振動するようである。なお,選 点法
に よる数値解法では,選 点数が少ないとき解が振動する
ことが知られている〔6・le)e村上《6・18}は平面問題のときに
解の収束性に関 して述べているが,そ れとだいたい同 じ
ことが本章の場合にもいえるようである。.
なお,本章の数値解法では,グ リーン関数の特異性を
避けるため境界から適度に離れた点に物体力を分布させ
ているが,そ の距離は,境 界条件を満足させるために選
んだ境界上の点の間隔のだいたい2倍 以上にとれば よい
ようであ る。 また,解 の収束に必要な物体力の配置数
(結果の精度)は 荷重を表す関数のなめらかさに関係す
ると思われるが,こ の種の考察は本論文の対象から除外
することにする。
本節で述べた解法の一・部を少 し変更すれば,非 貫通円
孔に任意分布のね じり力あるいはね じり変位を受ける半
無限体問題の数値解法が得 られるがc6・19),ここでは省略
する。
6.3軸対称物体力を受ける無限柱問題のグ リーン関
数
6.3.1応力関数 と境界条件
これまでの議論から明らかなように,物 体力問題のグ
リーン関数は境界値問題の数値解法において重要な役割
を果たすピ次第で環状みぞをもつ丸鞘の応力集中問題の
数値解法が示 されるが,こ こではその準備として,軸 対
称物体力を受ける無限円柱問題 の グ リーシ関数を求め
る。すなわち,無 限円柱領域内のある2個 の円周上に,
(i)半径(r)方向に働 く物体力,(rOzPt方向に働 く物体力,
Φ2軸 まわ りのね じり力 として働 く物体力が存在する問
題の解を導 く。ただ し次節での応用を考えて,上 述の(i)
の半径方向物体力は同じ向き,(①の 乏軸力商物体力と⑩
のね じり物体力は逆向きに働 く場合を考える。2個 の円
周は周径で,2=0の面に対称の位置に作用させ る。
円柱の半径をcと し,その表面に外力は作用 していな
いものとする。 したが って円柱め境界条件は次のように
なる。
r=c,121≧0;σT==τrt二=τtO=0-・(6.6)
ここでは,第3章 の式(3.12)に示 された物体力問題の
応力関数を少 し変形 して。次式の形の応力関数を採用す
る。
由一 大 吉 工 隠 鵠{1"JecosβzFfssinβ2}d・dβ
…(6.7)
た だ しFＬc(α,β),戸」,(α,β)は
{覧:}-Jlf,・F・(…)・m(・・){:離}竺ぬ …(仕・)
であ り,こ とわ りのない記号は第3章 のそれと一致 して
いる。
ところで式(6.7)の応力関数 φjは,このままの形では
境界条件式(6.6)を一般には満足 しないから,第3章 で
述べた物体力の働 く半無限休問題の場合 と同様,式(6.7)
の φ」と重ね合わせると境界条件式(6.6)を満たす よう
な応力関数を別に用意 しなけれぽならない。 このような
応力関数 として,第2章 の式(2.5),(2、8)に示 されてい
る応力関数か ら,次のものを採用する。
φ・一一」]"'bi-・1(β'うi・B・dfi・
di・・J。..吉{・・(卿 ・inPz+b4costez)
+芸 ム(β・う(・'・ψ+・ ・'… β・)}・β
㌧'"(6.9)
式(6.9)の応 力関数か ら次 の応力 式が得 られ る。
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・・〒一 ∫..〔{・・(β・)+・(β∂}(・… ざぽ … β・)
+{(1--2り)10(βr)+βrl・(βr)}'
・(b31COSβZ-b41sinβz)〕dβ,、
・・一 一 ∫'a{111(βrβ
r)(b・C・ ・β・一 ・・S・pβ・)
+]ヂ ・・(β∂(・・'… β・二 ・・'… β・)}・β
・イ 〔・・(β・)(・C・・β・-b・S・β・)
+{(・一〃)卿+与 五(βδ}・
・@・'・sβ・Tb・;・ψ)〕dB,・ .i・
・三一∫..〔五(βめ(あ … 晒 … 曾
'+{(
1-v)h(β・)+弘(β・)}
・(♪3tslnβZナθ4iCO『β字)〕・β' .
・・一 ∫..・β・・(β・)・ψ 硯
T・・一 ∫..bβ・s(β・)・6・β・・β …(・・1・)
任 意定 数b,ba,b4,扉,b4t.の値は境界条件式(6.6)から
定め る。'.
6.4.2半径方 向に働 く物体力
,無限 円柱 領域内 の半径r=a,(0<a<c),2=±hの2
個 の円周上 に∫図6.6に示す よ うな半径(r)方向に働 く物
体力
F・(r・・)一☆ δ(rTa){δ(・-h)+δ(・+h)}
…(6 .11)
カi存ffreるもの とす る・ 式(6・11)のF・を式(6・8)に代
入すれば
瓦 ・(a・β)「 吉 ・・(・)… βh…(…2)
とな り,他 のfiic,Fノ、は零 となるか ら,こ れ と式(6.7)
の応 力関数か ら応力式 を求め る と次 の ようにな る。
?
?
?
?
??
「
???
? L
図6.6あ る円周上の半径方向放射状力
r
ρ
x、1双 三TQ・
12'τ
r～=
・i・E=・、・二 ・ .,…(6・13)
こ こ に'2k=2十(-1)悟 で あ り∫諏,Q,Aは 次 式 を 表 す 。
1-2十a2十7k2X
k==一一2d
r-'
Q=XkQl∫2(rA)-Q_112(Vh),
ムーQ－芸Q1・ω+ヨ 口 口芸
・{XkQl/2(Xk)-Q1∫2(rfi)},
A・一 ・Q-1'・ω+÷Q11・(xl)
一 ≠
1〔Q+⊥{.T、Q.1∫,(2'、α)-Q・'・(・ ・)}〕・
As=As十2Q"一 一・(6.14)
式(6.10)と(6.13)式をそれぞ れ重ね合わせ,境 界条件
式(6.6)を満足す るよ うに式(6.10)の任意定数の値 を定
めれ ば次 の よ うに なる。' .・ ・.
b・一一。ξ慧 覧 〔q、{2(1-.v)・・(βc)+β綱 ～}
-q4{(1-2v)Ie(βe)+βcl1(βc)}〕,
ロ ト
b・s-一荒 鵠 〔・・{・・(β・)+・!・eb)}二・砺⑭ 〕・
b=:b4=b4f=0'『'…(6.15)
こ こ に ・『D,q3,q4は次 式 を 表 す 。... .
D=・{lo(βc)十12(βc)}{2((1-v)1,(βc)+βcle(βc)}
-2it(βe){(1-2D))。(βc)+βcI・(βc)},
硲一16;、(、」の。ジ≠ 〔(・二・・){Q1・・ω 、・'
=と1(… ÷)QL・(・一・・)Q輌)
一
,。(2k2Vk2-1)A・〕一
・・一石
。,(11-v)。〆⊇ 〔・(・一・のQ・'・ω
+2〃{Q1・・ω 一≠1(・k-÷)Q}'
+万 譲 一、TQ〕・ .
・・-16
。,(占.M。三皇{,;.(乏一6・A・ ∴
一(i-・?){Q,'・ω 一志)}〕
、6。・(i-S)。.ン⊇ 壽 ≒{A・f2(・二のQL
・・一{(1-・v)・・(βの[誓 ・・(βh)}{K6(β・)+K・(βc)}
+1・(βa){βcKi(βc)+K2(βc)三吟 ;κo(βc)}・
q・一 一・(1-v)・・(βa)Kt(βc)二β碑 ・)鰯(β・)
十βalo(βα)Kl(βc)・ ・'…(6.16)
以上 の結果 に より,あ る2個 の 円周(r=a,z=±h)上
に半径(r)方向に働 く物 体力があ り,'境界条件式(6.6)を
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満足す る無限 円柱の応 力は次式 の ように表せ ることに な
る`6・2eJe
{;}一関
一{;}_
τre=τ2s=0.…(6.17)
6.4.3z軸方向 に働 く物体 力
前項 と同様 な考 察を行え ば,2個 のあ る円周(r=a,
-2=±h)上にz軸 方向で互に逆 向きに働 く物 体力
F・(r・)一☆ ・(r-・){・(2--h)一・(・+・)}
' …(6.18)
が存在 し,境 界条件式(6、6)を満足 す る無限円柱 の応力
として,次 式 が求め られ る。
'
閨一 の閨
一週 _.
τrθ=τEe==0…(6.19)
こ こ に 式(6.20)は次 式 を 意 味 す る 。
ρ「;♂(i=-ISv)〆譲1譜 是
(
・〔鍋(VA2-1)Q・ ∫・ω
+2・{・・Q・一,1・(・・)-Q・12(VA)}T(・・一 ÷)Q〕 ・
Ue－百 京÷)。.M誌(…±1竿
・〔(llk2-1)Q!・2(・Tfi)
一・・{・Q-tノ・(…)-Q・2(・・)}一(・'・一÷)Q〕 ・
i・;-16
。2(1吉迦.晶(芸 子
・〔ノ1,-2(1一 抄){XkQ_1∫2(Xk)-Q1,2(VA)}〕,
・・t－雨(r・一¥P)砺 喜 ≦2i
・〔(・-2・)(Xk・-1)Q・'・(・'A)
一(妊 りQ+㌃ 勾 …(6…)
ただ しQは 式(6.14)のQ,Aは次式を表す 。
.々 一(2こ τ是2戊21-{τ～-iar){輌 ・(・)-Q1'・ω}
+芸(L・1・(・ ・5・
ん1=3Q.1∫、(Xk)+A-Q1∫、(エk)
一∋ ご1〔Q+÷{x・Q -・1i・ω －Q1∫・ω}〕
…(6.21)
また,式(6.22)のbは次式 を表 す。
b・一一 。繧 鑑 〔qi{・(1-v)・・(P・)+B・・1(Pc)}
-92{(1-2v)10(βc)+βcl,(βc)}〕,
b・'・・一
。砦 鍔D〔9・{・・(P・)+・2(β・)}一・9・i(k・))・
b=b3==b31=0… ・;.■(6.22)
た だ しDは 式(6.16)めDを,q1とq2は 次 式 を 表 す 。
q1-・(1-・)・e(P・)K・(β∂+青 み ・)Kt(β∂
場 ㈲{⑭+施(β ・)}ぷρパ
・{βcK1(βc)+K2(βε)},
92=βcl・(βa)Ko(βC)一βal1(βa)Kr(βC)
-2(1-v)Io(βa)Kl(βc)…(6 .23)
6.4.4ねじ リカ としそ働 く物体 力
無 限円柱領域 内のあ る2個 の円周(r=a,2=±の 上 に
図3.2に示 されて いるね じり物体力が 互に逆向 きに作用
す るもの とす る。 このね じり物体力 は次式 で表 され る。
F・(r,・)一芸 二・(・-a){・(・一・)一δ(・捌
・・白(6.24)
6.4.2項と同様 な考察 を行 えば,円柱領域 内で式(6.2の
の物体 力が作用 し,境 界条件式(6.6)を満 足す る円柱 の
応 力乏 して次式が得 られ る。
Tt・≒ ピ≒ 自(-1)・
・{・Q・'・ω+
。、と1(…一÷)Q}
+÷ ∬ 鵠 施(B・)・・(β・)・i・βltsinP2dB,
Tt・一一,論 議(譜 克Q
+訂 鵠 施(β∂⑭ ・i・βhcosl?2d)3
'
・・<6.25)
な お,本 節 で 必 要 と した べ ヅ セ ル 関 数 を 含 む 式 の 積 分
は,Eason《6・21,らの 結 果 を 応 用 し,文 献`6・22}～(6・25ハを 参 考
に し て 行 っ た 。'
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図6.7四 角形の環状みぞをもつ円柱
6.4環 状 みぞをもつ丸鞘の引張 リ
6.4.1四角形の環状み ぞの場合
ここでは前節 の結果 を応 用 して,図6.7の よ うな四角
　
形 の環状み ぞを もつ丸鞘 が引張 り(圧 縮)力 を受け る弾
性 問題 の数値解法 を示 す。 丸軸の半径 を ε,み ぞ部 の半
径 を ε,み ぞ陪 を2bと し,み ぞ部か ら十 分に離 れた と
ころで 之軸 方向の等分布応 力 力を受 ける もの とす る。:こ
の丸鞘 の境 界条件は次式の よ うになる。l
r=c,lzl≧あ;σ.=τ,、=τ,e=0,
r=e,ltl≦b;σ.=τ.,=τ.θ・=0,i
同=b,e≦r≦`;σ、=τ,,=τ、θ≡0,
Ixi》b;σ。=P,、
σr=σθ==τrz=τfe==τzθ=0…(6.26)'
解法 の基 本原理 は本章の6.2節の場台 と同様 であるが,
引張 り力を 受ける場合はね じり力のど きと異 り,境 界上
の ある点での応力成 分 は2個 す なわ ち τr,とσrあるい
は τ,、と σ.をもつ。 した が って,こ れ らが ともに境界
条 件を満たす ようにす るためには,境 界上 の1点 に対 し
図6.8み ぞ近傍での物体力の分布
L_
1'
て異 な る2個 の物体 力を配置す る必 要が ある。
前節 で述べた ある円周上 の半 径(r)方向物 体力 と2軸
方向物体力 を無 限円柱 内に図6.8のよ うにそれぞれ(N十
M)個 分布 させ る。た だ し問題 の対称 性 に よ り,'2≧0の
範囲で考 えれば よい。それぞ れの物体 力を円筒面(r=A
O〈z〈ll)にN個,円 面(A≦r〈c,2=H)にM個 ド した
が って合計2(N+M)個,分 布 させ る。 そ の任意 の1個
の座標 を(r=A,零=h。)あるいは(f≡hh,z=H)で表す。
ただ し,0<hn<H〈b,e〈A≦aE<cである。 この とき,
円柱の任意の点(1-,2)の応 力は,前 節 の式(6」7),(6.19)
を用いて,次 式 の ように表 され る。'
匡囲i/.
胤_
慎閑 暗闇∴ _
]iい.一 一
ただ し,右上部に添字rを もつ応力は半径方向物体力に
よる応力で式(6.17)を,添字2を もつものは2軸方向物
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体力によるもので式(6.19)を表す。ξ♂,ξ。t,ζ㌶,ζぷ は
物体力の大きさを表す2(N十M)個の任意定数である。
以上のように円柱内に物体力を働かせても(図6.8の
二点鎖線),物体力の存在領域は丸軸の環状 み ぞ部 とし
て切 り取って しまうから,物体力をもたず,多 軸方向力
ρだけを受ける丸軸が得られる。
式(6.27)は境界条件式(6.26)の第1式 を常に満足 して
いる・第2丸 第3式 を満足させるたや・環状みぞ部の
境界面 に@V+M)個 の点(円 周)を 選び,そ の座標 を
(r=e,i=Zt)および(r=2-」,z=b)で表す・ ここに ・<η
<c,O<2t<bである。す なわち,み ぞ部では,境 界面
のすべ⑳ 点ではなく,選ばれ鮪 限働 点(円周)で
.境界条件を満足させる。
境界条件式(6.26)の第2,第3式 と式(6.27)から2
(N十M)元の連立一次方程式を構成 し,それを解いて
ξ。「,ξ。t,ζご,ζ.2の値を定あれぽ,環状みぞを もつSLitの
任意の点の応力が式(6.27)から求め られる。
以上に述べた解法は物体力を有限個の点(円 周)に 配
置する方法であるが,点 ではなく連続的に物体力を分布
させれぽ,問題は連立積分方程式を解 くことに帰着 され
る。
6.4.2半円形の環状みぞの場合
前節で示された四角形の環状みぞを もつ丸鞘問題の解
法は,そ れをごくわずか変更することにより,他の形状
のみぞをもつ丸軸問題`6・26,～(6・35)Vこも容易に適用できる。
そこでここでは,す でに多 くの報告がなされている半円
形の環状みぞをもつ丸鞘の引張 りの応力集中問題に前節
の方法を適用し,従来の結果 と比較 してみる。みぞの形
が半円形の場合には,こ れまですでに多 くの研究が行な
われているが,そ れらの間にはかな りの相異が見られる
16・9),《6.36)
0
図6.9に示 す ように円柱座標 を と り,丸 鞘の半 径をc,
半円形 みぞの半径を ゐと し,そ して光軸はみぞか ら十分
に離 れた ところで等 分布引張 り応 力力を受け るもの とす
る。図6.10は半 円みぞの一部 の拡大 図で,半 径eで 示 さ
れてい る二点鎖 線は物 体力の配 置面 を表す。 この面 に物
体力(τ 方向物体力 と2方 向物 体力)をN個 分布 させ,
その任意の1個 の座 標を(r=as,z・=lti)で表す。 また、
境界条件を満足 させるために選 ぶ半円形 みぞ表 面上 のN
個の点(円 周)の 任 意の1個 の座 標を1(r=ri,2==2i)で
表す。
丸軸表面お よび半円形みぞ部 表面に表面力は作用 して
いない もの とす れば,境 界条件は次の よ うになる。
r=`,b≦lzl〈。。;σ,=τft=τ,e・O,
半径bの 半円みぞの表面(ri,2t);表面 力=q
, 、 …(6,28)
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図6.9半 円形環状みぞを もつ丸軸
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図6.10半円みぞ近傍での物体力の分布
前節で述べた数値計算法に上述の修正を行えば,前 節
の解法はそのまま本節の問題にも適用できる。半円みぞ
の大きさが次の三つの場合に対 して数 値計 算を 実行 し
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半円みぞ半径 ♪と形状係数 αの関係
?
『
?
??
た・6
(i)b/c=1/5,(e/`==0.13,N=15)
di)bノ「c=1/2,(e/c=0.4,N=30)
(五Db/c=2/3,(e/c==O.5,1V==30)
た だ し,ポ アソン比v=0.3とL,1・tとZtお よびajと
ん の値 はみぞ表面 お よび物 体力分布面をN等 分 した値
を採用 した 。
図6.11は計算結果(白 丸 印)を 図示 した もので,半 円
み ぞの半径bと 形状 係数 αす なわち α=(σ.)m。。/σoの関
係 を表 す{6・・3E)。こ とに'σoはみぞ部最小横断面 の平均応
力 で σo=c2p/(c-b)2であ る。図中,黒 丸印は佐藤{629)
らの有 限要素法 に よる値,+印 はひず みゲ ージに よる測
定 値 である。〔]印はFrocht《6・34)の光弾 性(v=0.365)に
よる値,△ 印は西原 〔6・so)らの実験を併 用 した解析 に よる
値 を示 す。 また,点 線 はNeuber{6・32,,二点鎖線 は西谷
《6」g),実 線はPeterson〔6・33,,一点鎖線 は石 田《6・35}の二 次
元 の結 果で ある。 白丸印は本節 の結果で,上 述 の佐藤 ら
く6・29)の結果 に最 も近 い値を示 してい る。 なお,さ らに詳
細 な議論 な らびに図が別報G・20)に論 じられてい る。
また。式(6、25)を用 いて前項 と同様な考察を行 えば,
環状 みぞを もつ丸鞘のね じ り問uac6・33)・{・37)の数値 解法を
示 す ことがで きるが,こ こでは省略す る。
6.5結 言
本章 のお もな結果 を要約す る と次 の ようにな る。
{1)物体力問題 のグ リー ン関数を応用 して,弾 性問題
の数値解法 を提示考察 した 。取 り扱 われた問題 は,(i)非
貫通 円孔 の任意 の深 さに差 し込 まれた剛体丸棒 にね じ り
を受 け る半無 限体,(∋環 状みぞを もつ丸鞘 の引張 り,で
あるが,上 記問題の解法の他の問題への拡張は容易であ
る。
{2}本章で示された解法でぽ,物 体領域内のある円周
上に物体力が働 く問題の解(グ リーン関数)が 基本的な
役割を果たしている。 この目的のため,軸 称物体力を受
ける無限円柱問題のグリーン関数を導いた。
{3)上記{1}の(i)の問題 解法は,そ の特別な場合 とし
て,・円孔の底まで剛体丸棒が完全に差 し込まれたときの
Lucoの問題にも適用できるので,こ の ときにLucoの
積分方程式に よる結果 と本章のそれを比較 した ところ,
両者はよく一致 した。また,物 体力の配置数 と解の収束
性の関係を考察 した。 ・
(4}半円形の環状みぞをもつ丸軸の引張 り問題につい
ては,す でに多 くの報告があるが,そ れらの結果の間に
はかな りの相異が見 られる。本章の結果は,佐 藤 らのひ
ずみゲージによる測定値ならびに有限要素法による計算
値にきわめて近い値を示 した。
あ と が き
本論文は昭和53年度学位論文 「軸対称弾性問題の応力
関数による解法に関する研究」を要約 したものである。
本研究を実施するにあた り,厳 しくかつ暖かいご指導
とこ鞭捷をいただいた恩師福田秀雄教授ならびに,貴 重
な多 くの助言をいただいた古橋朗蔵教授,大 亦絢一郎助
教授に深い敬意と謝意を表する次第である。
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